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Í1ØcÈ�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅtØ�ÛvÅUÌ×ØSÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÈäÅtÎkË�Î|ÉåØÃÈUÙØSÌ�ËMÎkËVÈäÅ�ÉåØcÎ�È�Ë�Å�É�Ö�ÄØSÙ�æ Ä_Õ<ÓÃÆ�ÄÈÊÛtÙ�æ É�Õ�ÉçÅ�É�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ±è�Ì�Ë�ÛÊÉ×Ð�Ä�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕÚÕ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ�Ö�ÄØcØ�ÕÚÐÒÑÔÓÔË�Õ_É×Ö�Ä�ØSÙØÔÛ
Ü_Ä_É×Ù�ØÔÛUÙ_É×ÛäÎ�ØÔÕ�ÛäÑSØ�Õ<ÅÊÈÇÆ�É×ÛÊÉåïÔÐYØ1Ë�Õ�Õ�ÑÃØMèqÌ�æ ·SÓ�Æ�ÌåØMìmË�Å�É×Æ�Õ_Ë�ÌåØ�´ÄÎkÑÃÈÊÉ×ØÔÄÈÇØMÙØ1ºUØÔÓ�ò_Õ�É×Ö\ÄØÔÛLÀXÔ�Ë�Õ�Ó�ÑÃØ�Ûhã ·-à ì$àç´kà º<à À±àåä�ÙØÃÎ_Ä_É×Ûh����� Ç\à�¹UË
Î|ËVÈäÅ�É×ØeÅ�òÑÔÆ�È�É×Ö�Ä�Ø<ËVâkÆ�ÈÊÙØ<ÛÇÄ�È�ÌåØmÎ|Ì�Ë�ÕNÕ�Ä_ÐÒÑÃÈÊÉ�Ö�ÄØ<Ù�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ�ÅÊØÔÛ�ÐÒÑ�Å�òÆÙØ�ÛMÙØ Ù_É×ÛÇÓÃÈÇÑ�Å�É×Û�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ6ÅóË�Õ�Å�ØÔÕ�ØÔÛäÎkË�Ó�Øæã Ù�É9ÝkÑÃÈÇØ�Õ�Ó�ØÔÛMö_Õ_ÉåØÔÛÔê
ÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�Ûqö_Õ_É×ÛeØ�Å¶Ô�Æ�Ì×Ä�ÐYØÔÛqö|Õ�É×Û-ä�Ö\Ä�æ ØÔÕ�ÅÊØÔÐYÎ_Û�ã ÛÇÓóòÑÔÐ6Ë�ÛqØ�ëÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÇØ�ÛeØ�ÅmÉ�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØÔÛ$äCçkÛÇÄÈmÌ×Ø±Î_Ì�Ë�Õ%Î_ò6è�ÛÇÉ�Ö�ÄØ�Ì×ØÔÛeÐÒÆÙÑ�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ�Û
Ë�ÛÇÛÇÆÓÃÉåÑÔØÔÛqèÒÙ�É9ÝkÑÃÈÇØ�Õ�Å�Û-ÈÇÑj��É×ÐYØÔÛ-Ù�æ ÑÔÓ�Æ�Ä_ÌåØÔÐYØÔÕ�Å�ã É�Õ�Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ�ê_Ó�Æ�ÐYÎ�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×â_ÌåØ�êÁÔ�É×ÛÊÖ�ÄØ�Ä\ëNØ�ÅeÕÆ�Õ¥Ô�É×ÛÇÖ\ÄØÔÄë�êféjêSë	ìåäóà
ÍMÀ<´\ºq½�¶Pê�Ì×Æ6��É�ÓÃÉ×ØÔÌ�ÙÑ=Ô�ØÔÌåÆ�Î�Î�ÑMË�Ä�Í1Æ�Ð6ÐYÉ�ÛÇÛÊËVÈÊÉ�Ë�ÅLè-Ì æ ·cÕ�ØÃÈY��ÉåØ1ÀMÅÊÆ�ÐYÉ�Ö�ÄØnãaÍmà ·qà À$àíä~èe´�Ë�ÓÃÌ�ËjèÚÎ|ËVÈUÌ×Ø1ámÑÃÎ|ËVÈäÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅL¶.ÆÙÑÔÌ�É×Û�Ë�Å�ÉåÆ�Õ
ÙØ�´ è�ÛvÅÊïÔÐYØÔÛ�Ø�Å�´�ÅÊÈÊÄ_ÓóÅ�ÄÈÇØÔÛ�ã á ¶&ÿ�´�äóêLØ�ÛvÅ6ÌåØ%ÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÈäÅ6É�Õ�ñ�Æ�ÈÊÐJË�Å�É�Ö�ÄØ%ÙØ%Ó�Ø�ÓÃÆ�ÄÈÊÛÃàSÍ1ØÃÈäÅóË�É×Õ�ØÔÛ�ÎkËVÈäÅ�ÉåØÔÛYÙ�Ä�Ó�Æ�ÄÈÊÛYÛäÆ�Õ�ÅJË�Ä�ÛÊÛÇÉ
Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÃØ�ÛMÙ_Ë�Õ�ÛMÌåØ ÓÔË�ÙÈÇØ ÙØ ñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Å�É×Æ�Õ�Û1É×Õ�ÅÇØÔÈÊÕØÔÛ�Ë�Ä�Ímà ·qà À$à�ÙØÔÎ_Ä�É�Û-ÿV¼�¼�½à�Í1ØÔÛMñ�Æ�ÈÊÐJË�Å�É×Æ�Õ�Û1ÛäÆ�Õ�ÅqË�ÛÇÛÇÄ�ÈÇÑÃØÔÛSÎkËVÈMÌåØ?î�¹LËVâkÆ�È�Ë�ÅÇÆ�É×ÈÇØ
Ù�æ Ñ�Å�Ä_ÙØÔÛcÙØÔÛcºUÈ�Ë�Õ�ÛÇñ�ØÃÈäÅ�ÛOØ�ÅSÙ�Ø-¶�ÑÔÓÔË�Õ�É�Ö�ÄØqÙ�ØÔÛcµLÌ�Ä�É�ÙØÔÛ-ï¥ã ¹º-¶�µ�äóê�Ë�Ó�ÅÇØ�ÄÈyÎ�È�É×Õ�ÓÔÉåÎ|Ë�Ì�Ù_ÄYÙÑ=Ô�ØÔÌåÆ�Î_ÎkØÔÐÒØÔÕ�ÅSÙØqÌ�Ë ÐÒÑÔÓ�ËVÕ_É×Ö\ÄØqÙØÔÛ
Ü_Ä_É×Ù�ØÔÛmÙ_Ë�Õ�Û<ÍMÀ<´\ºq½�¶PàküLÆ�ÄÈmÐYÑÔÐÒÆ�É×ÈÇØ�êkÌåØ$Î_É�ÌåÆ�ÅóË���Ø$Ù�ØÒÍMÀ<´ºq½V¶ Ø�Å Ì×Ø�ÙÑ=Ô�ØÔÌåÆ�Î�Î�ØÔÐÒØÔÕ�Å ÙØ�Ì�ËYÎ|ËVÈäÅ�É×Ø$ÓÔË�Ì�ÓÃÄ�ÌLÙØ�ÛvÅÊÈÊÄ�ÓóÅ�Ä�ÈÇØÔÛÃê
ÙÆ�ÐJË�É×ÕØ-Æ�È�ÉP��É×Õ|Ë�ÌÙ_ÄÒÓ�ÆÙØ�ê�ÛäÆ�Õ�ÅyÈÊÑ�Ë�Ì×É�ÛäÑÔÛyÎ|ËVÈcÌåØ<î�¹UËVâkÆ�È�Ë�ÅÊÆ�ÉåÈÊØ�Ù�Ø-¶.ÑÔÓ�ËVÕ_É×Ö\ÄØm´ èÛäÅÊïÔÐÒØÔÛOØÃÅ1´É×Ð�Ä�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕºïÎã ¹U¶&ÿ�´�äóà�À�Ì æ Ë�ÙÈÊØÔÛÇÛÇØ
ðÁê`êPñ²ò ó ó�ô]ô]ô�õ[ë$ö�÷=ê`ø6ù?ìúë-éeöIì û-üMÌåØÚÌ×ØÔÓóÅÊØÔÄ�ÈqÉ�Õ�ÅÊÑÃÈÇØ�ÛÇÛäÑ<ÅÊÈÇÆ�ÄÁÔ�ØÔÈ�ËÒÄ�Õ�ØÔÕ�ÛäØ�Ð±â_Ì×Ø±Ù�æ É×Õ�ñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Å�ÉåÆ�Õ_Û�ÈÇØÔÌ�Ë�Å�ÉPÔ�ØÔÛeË�Ä%Ó�ÆÙØ�à
á<Ë�Õ�Û1ÓÃØmÙÆÓÃÄ�ÐYØÔÕ�Å�ê�ÛäØ�Ä�Ì×ÛMÛäÆ�Õ�Å-ËVâkÆ�È�ÙÑÔÛ1ÙØÔÛ1Ø�ë\Ø�ÐÒÎ_Ì×ØÔÛ1ÛÇÉ�ÐÒÎ_Ì×ØÔÛÃà\ìqÆ�Ä_ÛSØÔÛäÎkÑÃÈÊÆ�Õ_Û1Ö�Ä�æ É�Ì×ÛMÛäØÃÈÇÆ�Õ�ÅMÛÇÄ�í6ÛÊË�Õ�Å�ÛSÎkÆ�ÄÈ1ÎkØÃÈÊÐYØ�ÅÇÅÇÈÊØmË�Ä\ë
Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�ÅÊØÔÄÈ�ÛMÙØ±ÍMÀ<´\ºq½�¶ ÙØ ÓÃÆ�Õ_ÛvÅÊÈÊÄ�É×ÈÇØ ÙØ�ÛMÐYÆ\Ù�ïÔÌåØÔÛMÕ\Ä�ÐYÑÃÈÊÉ×Ö\ÄØÔÛMÎ_Ì�Ä�Û�Ó�Æ�ÐÒÎ_Ì×Ø�ë\Ø�Û1Æ�Ä�Ù�Ø Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÕ�Ù�ÈÇØ ÙØÔÛLðoØÔÄ\ë�Ù�Ø ÙÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ
ñ�Æ�Ä�ÈÊÕ�É�ÛqÎ|ËVÈ<ËVÉ�Ì×Ì×ØÔÄÈ�ÛÃàk·SÕ%Î|ËVÈäÅ�É�ÓÃÄ�Ì�ÉåØÃÈÔê�ÌåØ�î�»qØÔÓÃÄØÔÉ�ÌUÙ�æ Ø�ëØÔÐÒÎ_Ì×ØÔÛmÓ�Æ�ÐYÐYØÔÕ�ÅÊÑÃØÔÛ-ï�ÙØ��$àküyË�É×Ì�ÌåïÃÈÇØ$ØÃÅ µMà|á<ËVâ_âkØÔÕØ¥ã�Ù_É×ÛÇÎkÆ�Õ�Éåâ|ÌåØ$ØÔÕ
ÅÊÑÔÌ×ÑÔÓ�ò|ËVÈY��ØÔÐÒØÔÕ�ÅeÛÇÄÈqÌ×Ø±ÛÇÉçÅÊØ�ÍMÀ<´\ºq½�¶ýä1ØÔÛvÅeÄ�Õ%Ó�Æ�ÐÒÎ|ÌåÑÔÐYØÔÕ�ÅqÎkÆ�ÛÊÛÇÉåâ|ÌåØ$èÒÓ�ØÚÈ�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅ�à
À2Óóò_Ë�Ö�ÄØ±ÛÇØÔÓóÅ�É×Æ�Õ�ØÔÛäÅmËVÛÊÛäÆÓÃÉ×ÑÚÄ�Õ�Ø�ëØÔÐÒÎ|ÌåØ�à_¹tØÔÛ-Î|ËVÈäÅ�ÉåØÔÛ<î�úmâ�ðoØÔÓóÅ�É�ñbï�Ø�ÅÌî�Í1Æ�Õ�ÛÇÉ9��ÕØÔÛ-ïJÎ�ÈÊÑÔÛäØÔÕ�ÅÊØÔÕ�ÅmÌåØ±ÓÔË�ÛMÅÊØ�ÛvÅqØ�ÅeÌ×ØÔÛ-Ø�ë\ØÔÈÊÓÃÉ×ÓÃØÔÛ
è+ÈÊÑ�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈÔàqá<Ë�Õ�Û%Ì�Ë�Î|ËVÈäÅ�ÉåØ�î�Í1Æ�ÈÇÈÇØÔÓ�ÅÊÉ×Æ�Õºï�ê�Æ�Õ�É×Õ_Ù�É×Ö\ÄØ
Ì×ØÔÛ�ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Û�Ù�Ø�ÛKèÕ�ÅóË�ëØ�ÎkØÃÈÊÐÒØÃÅÇÅ�Ë�Õ�Å%Ì×Ø
Ó�ÆÙ_Ë���Ø�Ù�Ä�Ó�ËVÛNÅÊØÔÛäÅ�ØÃÅ
Ì×ØÔÛJÑÔÌåÑÔÐYØÔÕ�Å�ÛJÎ_ò èÛÇÉ�Ö�Ä�ØÔÛ�ÐYÉ�Û6ØÔÕ!Ñ=ÔÉ�ÙØÔÕ_Ó�Ø�Î|ËVÈ�Ì�Ë�¸VÌ×ØÔÛ�ÛÇÉ×Ð�Ä�Ì�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ^ã Û$äYÕ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö�Ä�Ø ã Û$äóà1¹~ØJðoØÔÄ�ÙØ�Ù�Æ�Õ_ÕÑÃØÔÛJØ�ÛvÅ�Ë�ÌåÆ�ÈÊÛJñ�Æ�ÄÈÊÕ�É à
üyËVÈÊñ�Æ�É�ÛÃêMÄ�ÕØ�Î|ËVÈäÅ�É×Øþî�Í1Æ�ÐÒÎ|ÌåÑÔÐYØÔÕ�Å=ï�Ó�Æ�Õ�Å�É×ØÔÕ�Å%Ö�ÄØ�Ì×Ö�Ä�ØÔÛNÖ�Ä�ØÔÛvÅ�É×Æ�Õ�ÛJØ�Å�É�Õ�Ù�É�ÓÔË�Å�ÉåÆ�Õ_Û�ÛÊÄâ_ÛÊÉ×Ù�É�Ë�ÉåÈÇØ�ÛNË�É�Õ�ÛÇÉmÖ�Ä�Ø�Ù�ØÔÛJÈÇÑ�ñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØÔÛ
â_É×â_Ì�ÉåÆ6��È�ËVÎ_ò_É×Ö\ÄØÔÛÃàtÍ1ØÃÈäÅóË�É×Õ�ØÔÛeÈÇØ�Ù�ÉçÅÊØÔÛmÎkØÃÈ�ÐÒØ�ÅÇÅÊØÔÕ�Å<ÙØ�Ì�ÉåÈÊØ�Ó�ò|Ë�Ö�ÄØÒÛÇØÔÓóÅ�ÉåÆ�Õ�Ù_Ä.È�ËVÎ_ÎkÆ�ÈäÅ Ù�Ø�ñôË�õ�Æ�Õ�É×Õ�Ù�ÑÃÎkØÔÕ�Ù|Ë�Õ�ÅÊØ�à�á<Ë�Õ_ÛmÌ×Ø�Ó�ËVÛ
Ù�æ Ä_ÕØÚÌ×ØÔÓóÅ�Ä�ÈÇØ<ØÔÕ%Ó�Æ�Õ�ÅÊÉ�Õ�Ä~ê_Ó�ØÔÌ�Ë�ÎkØÃÈÊÐYØ�ÅeÙ�æ É×ÙØ�Õ�Å�Éåö_ØÃÈeÌåØÔÛ-ÎkÆ�É×Õ�Å�Û-É�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�Å�ÛÔà
¹tØÔÛqÙ�ØÔÄ\ë�Î_ÈÇØÔÐYÉ×ïÃÈÇØÔÛeÛäØ�ÓóÅ�ÉåÆ�Õ�ÛqÎkØÃÈÊÐYØ�ÅÇÅÊØÔÕ�ÅmÙ�æ ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛäØÃÈmÌ×Ø$Ì�Ë�ÕF��Ë���Ø$ÙØ$Ó�Æ�ÐYÐ6Ë�Õ_ÙØ±ÙØÒÍMÀ<´\ºq½�¶ Ø�Å ÌåØ�Ûeñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�Õ�ÛqÕ�ÑÔÓ�ØÔÛÊÛÊË�É×ÈÇØÔÛmè
Ì�ËNÈÇÑ�Ë�Ì�É×Û�Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù~æ Ä_ÕNðvØÔÄ
ÙØJÙÆ�Õ�ÕÑÃØ�ÛÃàtÀmÉ�Õ�ÛÇÉ êtÌ�Ë�ÛÇØÔÓóÅ�É×Æ�Õÿ�YÎkØÔÈÊÐÒØ�Å$ÙØJÓ�Æ�Õ�ÛäÅÇÈ�Ä�ÉåÈÇØJÄ�Õ
Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø6Ø�Å$Ù�æ è
Ë�ÛÇÛÇÆ\ÓÔÉåØÃÈ±Ù�ØÔÛÚÓóò_Ë�ÐÒÎ|ÛÃà
á<Ë�Õ�Û1Ì�ËÚÛÇØÔÓóÅ�É×Æ�ÕNÿ\ê�Æ�Õ6Ó�ÈÊÑÃØmÄ�Õ6Æ�â�ðoØ�Å�ÐÒÆÙïÔÌ×Ø����������
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80£±m��
t�������t5����i
8�urm��
t4������t5����i
8E¥�m��
t4������t5�32²i
8�z�m��
t4������tE����i
8�¦rm��
t�������tE����i
8�³rm��
t�������t5�32²i
üLÆ�ÄÈ-Ó�ÈÇÑÔØÃÈ-ÌåØ�Û�ÛäØ7��ÐYØÔÕ�Å�Û�ÙØ<Ù�ÈÇÆ�ÉçÅÊØ�ê\Æ�Õ�Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇØ<Ì�æ Æ�ÎkÑÃÈóË�ÅÊØÔÄ�ÈZ2�	1�E�\à|Í1Ø�Å-Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ�ÎkØÃÈÊÐYØ�Å-Ù�Ø<ÙÑÔÓ�Æ�ÄÎ�ØÃÈ-ÌåØÚÛäØj��ÐYØÔÕ�Å-ÙØÚÙÈÇÆ�ÉçÅÊØ
ØÔÕ�ÅÊÈÇØeÙØÔÄëÒÎkÆ�É�Õ�Å�ÛcØ�Õ6Ù�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ�ÅÊØÔÛcÎkËVÈäÅÊÉ×ØÔÛ1ÙØeÐjOÔÐYØqÌ×Æ�ÕF��ÄØÔÄ�ÈSÆ�Ä6ÕÆ�Õ�à´\É_Æ�ÕÒÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÐÒØ�ÅSØÔÕ�ËVÈY��Ä�ÐÒØÔÕ�Å1ÙØeÌ æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ1Ä�Õ6ÎkÆ�É×Õ�Å
Ù�ÉåÅÒÎkÆ�É�Õ�ÅYÉ×Õ_ÉçÅ�É�Ë�Ì êOÌ×ØNÕÆ�Ð$â�ÈÇØNÙ�ØNÛäØj��ÐYØÔÕ�Å

ns
Ø�ÅYÌ×Ø�ÎkÆ�É�Õ�ÅYÙ�ÉåÅÒö_Õ|ËVÌ êOÌåØ�ÛäØj��ÐYØÔÕ�ÅYÙØNÙ�ÈÇÆ�ÉçÅÊØ�ØÔÕ�ÅÊÈÇØNÌ×ØÔÛ�Ù�ØÔÄ\ëPÎkÆ�É×Õ�Å�Û$Î�ÈÊÑÔÓÃÉ×ÛÇÑÔÛ

ÛÇØÃÈ�Ë�ÙÑÔÓÃÆ�ÄÎkÑÒØÔÕ
ns
ÛÇØj��ÐÒØÔÕ�ÅÊÛ<Ù�æ Ñj��Ë�ÌåØYÌåÆ�ÕF��ÄØ�ÄÈÔà�ámØÔÛ Æ�ÎÅ�É×Æ�Õ�Û�� ñ�Ë�ÉåÈÇØ�g3����/���2�	����li3gÚÎkÆ�ÄÈÚÓ�Æ�Õ�ÛÇÄ_ÌçÅÊØÃÈ<ØÔÕ&Ì×É9��ÕØYÌ�ËNÕÆ�Å�É×Ó�Ø

Ó�Æ�ÐYÎ_ÌåïÃÅÇØ±ÙØ±Ì�æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ¨� ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊØÔÕ�ÅqÙ�æéËjÔ�Æ�ÉåÈeÄ�Õ�Ù�ÑÔÓ�Æ�ÄÎkË	��Ø±ÕÆ�Õ�ÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåØÃÈeÙ�Ä%ÛäØj��ÐYØÔÕ�Å�� Æ�Î�Å�ÉåÆ�Õ�Û�2����1��Ø�Åq2E/1���kà
A
AwH��E��~��������v���E�����E�E�����E�
80£U8�urmr80£´2�	1�E�}���E�r8�u i
8�u�8E¥�mr8�u�2�	1�E�}�
���r8E¥§i
8E¥
8�z�mr8E¥w2�	1�E�}�
���r8�z{i
8�z48�¦rmr8�z�2�	1�E�}���E�r8�¦ i
8�¦�8�³rmr8�¦�2�	1�E�}�
���r8�³ i
8�³�80£±mr8�³�2�	1�E�}�
���r80£µi
8E¥
8�³rmr8E¥w2�	1�E�}���E�r8�³ i
8�³�8E¥�mv���
�E�¤8E¥�8�³§i
ú Õ�Ó�òÆ�É�ÛÇÉåÅ<Ù�Ø�Ù�ÑÔÓ�ÈÊÉ×ÈÇØÒÌåØ�Û ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÇØ�Û Ù_Ë�Õ�Û ÌåØÒÛÇØÔÕ�ÛeÅÊÈÊÉ9��Æ�ÕÆ�ÐÒÑ�ÅÊÈÊÉ�Ö�ÄØ�à�¹UËJÌ�ÉP��ÕØj8E¥�8�³�Ó�Æ�ÐYÐ�Ä�ÕØYËVÄë�ÙØÔÄë�ÛÇÆ�Ä_Ûv¾aÛÊÄÈÊñôË�Ó�Ø�ÛeØ�ÛvÅ
Ó�ÈÊÑÃÑÃØ�ËjÔ�ØÔÓa2�	��E�à1¹UË
ÙØ�ÛÇÓ�ÈÊÉ×ÎÅ�ÉåÆ�Õ�ÙØ�Ó�Ø�ÅÇÅÊØ�Ì�ÉP��ÕØ�Ù_Ë�Õ_ÛJÌåØ�ÛÇØÔÕ�Û�É×Õ Ô�ØÃÈ�ÛäØ�ØÔÛvÅNÓ�ÈÇÑÔÑÃØ�ËjÔ�ØÔÓ¶���
�4�kà-´\ÉqÆ�Õ!ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�ÉåÅ�è
ÕÆ�ÄÁÔ�Ø�Ë�Ä
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Ì æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ:24	��E�6ÎkÆ�ÄÈ<Ó�ÈÇÑÃØÔÈ«8�³�8E¥_ê�ÌåØ�ÛmÎkÆ�É×Õ�Å�Û É�Õ�ÅÊØÃÈÊÐYÑÔÙ�É�Ë�ÉåÈÇØÔÛ ÛÊÉçÅ�ÄÑ�ÛmØÔÕ�ÅÊÈÇØÒÌ×ØÔÛmÎkÆ�É×Õ�ÅÊÛ«8�¥NØ�Åk8�³�Ë�Ä�È�Ë�ÉåØÔÕ�Å Ñ�ÅÊÑÒÙ�Ä�Î_Ì×É�Ö�Ä�ÑÔÛÃà�ûvÌ
Ë�ÄÈ�Ë�ÉåÅ$Ë�ÌåÆ�ÈÊÛÚñôË�Ì�Ì×Ä�Ì×ØÔÛÚñ�Ä_ÛÇÉ×Æ�Õ_ÕØÃÈ$ËjÔ�ØÔÓYÓ�ØÔÄë&ÙØ6Ì�Ë�Ì×É9��ÕØ¯8E¥�8�³¥Ô�É�Ë�Ì æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÇØ�ÄÈ·��F1��t�à~¹Sæ ÄÅ�É×Ì�É×ÛÊË�Å�É×Æ�Õ&Ù�ØYÌ æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ$��F1�3t�Ø�ÛvÅ
ÙÑ�Ì×É�ÓÔË�ÅÊØYÙ_Ë�Õ�Û<Ó�ØÃÈäÅóË�É×Õ�ØÔÛ<ÛÇÉåÅÊÄ|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Û Ø�ÅÚÙÆ�Õ�ÓÒñ�Æ�ÈäÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅÚÙÑ�Ó�Æ�Õ�ÛäØ�É×Ì�ÌåÑÃØ6Ù_Ë�Õ�Û<Ä�Õ�Î�ÈÇØÔÐ6ÉåØÃÈ ÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔà�ùmÕ�ØYËVÎ�Î_Ì�É×Ó�Ë�Å�É×Æ�Õ�ÈÊÉP��Æ�ÄÈÇØ�Ä�ÛäØ
ÙØ<Ì�Ë�ÐÒÑ�Å�òÆÙØ<ÙØ<Ó�Æ�Õ_ÛvÅÊÈÊÄ�ÓóÅ�É×Æ�Õ�Ù�Ø<Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ø Î|ËVÈqË�Õ_Ë�ÌPèÛäØ<Ù�ØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅÊØ±¸ÚÈÇÑ�Ë�Ì�É×Û�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Ë�ÛÇÓ�Ø�Õ�Ù_Ë�Õ�ÅÊØ ÎkØÔÈÊÐÒØ�Å-Ù�Ø<ÛÃæéË�ÝkÈ�Ë�Õ�Óóò�ÉåÈ-ÙØ
ÛÇÆ�Õ%Ä�Û�Ë	��Ø�ê_Ë�Ä%ÐÒÆ�É×Õ_Û�ØÔÕ�ÿ�á�ê|èÒÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�Ù~æ Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇØÃÈqÌ æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ·���
�E�kà
¹tØMÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØ1Ñ�ÅóË�Õ�ÅOÈÇØ�ÓóÅóË�ÕF��Ä�Ì�Ë�É×ÈÇØ�êVÕÆ�Ä�ÛLÎkÆ�ÄÁÔ�Æ�Õ_ÛLÄ\Å�É�Ì×É�ÛäØÃÈyÄ�Õ±ÎkËjÔ�Ë	��ØMÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåØÃÈyÙ�Ä�ÙÆ�Ð6Ë�É×Õ�Ø1Î|ËVÈOÙØÔÛLÑÔÌåÑ�ÐÒØÔÕ�ÅÊÛOÖ�Ä|ËVÙ�È�Ë�ÕF��Ä�Ì�Ë�ÉåÈÇØÔÛÔà
¹tØ Ù|ËVÌ�Ì�Ë���Ø<ÙØ<Óóò_Ë�Ö�Ä�Ø Î|ËVÈäÅ�É×ØmØÔÛäÅ�ÈÇÑ�Ë�Ì�É×ÛÇÑ Î|ËVÈ�Ì æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ¨24��F�Fkà|úmÕNñ�Æ�ÄÈÊÕ�ÉåÅqè�Ó�Ø�Å-Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ-ÌåØÔÛ-Ö�Ä_Ë�ÅÊÈÇØ<Ó�Æ�ÅÊÑÔÛ�Ù�ÄNÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØÚè
Ù_Ë�Ì�ÌåØÔÈÔà_¹~Ø�Û-Ó�Æ�ÅÊÑÔÛ-Æ�Î�ÎkÆ�ÛäÑ�Û-ÙÆ�ÉPÔ�ØÔÕ�Å�OÃÅÇÈÊØÚÙÑÔÓÃÆ�ÄÎkÑÔÛqÙØ±Ì�ËYÐjOÔÐYØ<ñ�Ë�õ�Æ�Õ�ê_Ó�æ Ø�ÛvÅmèÒÙ�É×ÈÇØ$ËjÔ�ØÔÓÚÌ×Ø±ÐjOÔÐÒØÚÕ�Æ�Ð$â�ÈÇØ±ÙØÚÎkÆ�É×Õ�ÅÊÛÔà_¶¸OÔÐYØ
ÛÊÉkÙ_Ë�Õ�ÛMÓÃØÃÈäÅóË�É×Õ_ÛMÓÔË�ÛMÌåØ�Û1Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ�ÛMÙØ Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØeÈ�Ë�ÅÇÅÊÈ�ËVÎkØÔÕ�Å�Ö�Ä�ØÔÌ×Ö\ÄØÔÛMâkÑjÔÄØÔÛÔêÉ×ÌkØÔÛvÅ-Ó�Æ�Õ�ÛÇØÔÉ×Ì�ÌåÑ<ÙØ Ù�ÑÔÓ�ÈÊÉ×ÈÇØ ÌåØ�ÛMÙÈÇÆ�ÉåÅÊØÔÛMÙ_Ë�Õ_ÛMÌåØ
Ð¯OÔÐÒØÚÛäØ�Õ�ÛÃà
A
AwH��E��~��������v���E�¤�U�����E~E�����
�GE	4/0£±mr24��F�F¤80£.8�uw8�u�8E¥r8E¥�8�³w8�³�80£�i
�GE	4/�urmr24��F�F¤8�³�8E¥r8E¥
8�z¤8�z�8�¦w8�¦�8�³§i
�GE	4/E��mh�G4	4/0£¹�4�h�G4	E/�u§i
üLÆ�ÄÈ�ÈÇÑÔÄ�Õ�É×È-ÌåØÔÛ�ÙØ�Ä\ë�ÛäÆ�Ä_Ûv¾aÙÆ�ÐJË�É×ÕØ�Û1Æ�Õ�ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛäØ<Ì�æ Æ�ÎkÑÃÈóË�ÅÊØÔÄ�È¨���kà|Í1Ø�ÅÇÅÊØmÆ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈMÎ�ØÃÈÊÐÒØ�Å-ÙØ<ñôÄ�ÛÇÉ×Æ�Õ�ÕØÃÈ-ÌåØ�ÛMÆ�â�ðvØ�Å�ÛMÙØ<ÐjO�ÐÒØ
Å èÎkØÚÌ×Æ�ÈÊÛÇÖ\ÄØÚÓÃØÔÌ�Ë6ËÒÄ�Õ�ÛÇØÔÕ�ÛÔà
ú Õ�ÎkÆ�ÄÈÇÈ�Ë�ÉçÅ�Ð6Ë�É×Ì�ÌåØÔÈÔê~Î|ËVÈ±Ø�ëØÔÐÒÎ_Ì×Ø�êUÌ�Ë%ÛÇÄ�ÈÊñôË�Ó�Ø��G4	4/�u.ØÔÕ
ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Õ�Å$Ù�ØÔÛ<ÅÊÈÊÉ�Ë�Õ���Ì×ØÔÛÔàtüLÆ�ÄÈ$Ó�ØÔÌ�Ë\êUÉ×ÌSÛÇÄ�íÒÅ$ÙØJÓóò_Ë�ÕF��ØÃÈ$Ì×ØYÅ è\ÎkØ
Ù�æ ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�ÅqÎ|ËVÈeÙÑÔñôË�ÄÅmËVÎ�ÈÇïÔÛqËjÔ�Æ�ÉåÈeÓ�ÈÇÑÔÑÚÌ�ËÒÎ�ÈÇØÔÐ6ÉåïÃÈÊØÚÛÇÄÈÊñ�Ë�Ó�Øl�GE	4/0£6ý
�GE	4/0£±mr24��F�F¤80£.8�uw8�u�8E¥r8E¥�8�³w8�³�80£�i
��84�1�}��F��
t��
	5��¥¢i
�GE	4/�urmr24��F�F¤8�³�8E¥r8E¥
8�z¤8�z�8�¦w8�¦�8�³§i
�GE	4/E��mh�G4	4/0£¹�4�h�G4	E/�u§i
á�æéË�Ä\ÅÊÈÇØÔÛeÆ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ�ÛqÎkØÃÈ�ÐÒØ�ÅÇÅÊØÔÕ�Å Ù�Ø�Ð6Ë�É×Ì�ÌåØÔÈmÄ_ÕØ�ÛÇÄ�ÈÊñôË�Ó�Ø�à�ÀeÉ�Õ�ÛÊÉ�ê�Ì�æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ$�G4	4/.Ð6Ë�É×Ì�ÌåØ�Ì æ É�Õ�ÅÊÑÃÈ�ÉåØÔÄ�ÈmÙ~æ Ä_Õ�Ó�Æ�Õ�ÅÊÆ�ÄÈ ñ�ØÃÈÊÐYÑ�à
¹tØÚÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø±ÙØl6G4	4/0£$èÒÌ æéË�É×ÙØ±ÙØ±Ì�æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ«6G4	4/�ØÔÛvÅqÆ�â�ÅÇØ�Õ�Ä�Î|ËVÈÚý
HE�����0£±m�80£.8�uw���¤8�u�8E¥r���¤8E¥�8�³w����8�³�80£�i
�GE	4/0£±mh�G4	4/�HE�����@£�i
¹Sæ É�Õ�Ó�Æ�Õ Ô�ÑÔÕ_ÉåØÔÕ�ÅeÙ�ØÔÛqÐ6Ë�É×Ì�ÌåØÔÄ�ÈÊÛqË�Ä\ÅÊÆ�Ð6Ë�Å�É�Ö�ÄØ�ÛÃê�ÓÃÆ�Ð6ÐÒØl�G4	4/kê_ØÔÛvÅeÖ�Ä~æ Æ�Õ%Ó�Æ�Õ�ÅÊÈ�`�Ì×ØÚÙ�É×í6ÓÃÉ×Ì×ØÔÐYØÔÕ�ÅeÌ�ËÒñ�Æ�ÈÊÐYØÚÙØÔÛqÐ6Ë�É×Ì�ÌåØ�Û�Ø�ÅeÌ×ØÔÄÈÊÛ
ÈÇÑÔÎ|ËVÈäÅ�ÉçÅ�ÉåÆ�Õ_ÛÃà�·SÕ±ÎkËVÈäÅ�É×ÓÃÄ_Ì×É×ØÃÈÔêVÌåØ�ÛLÐ6Ë�É�Ì×Ì×ØÔÛUÎkØ�ÄÁÔ�Ø�Õ�ÅºO�ÅÊÈÇØMÙ�ÑÔñ�Æ�ÈÊÐÒÑÔØÔÛ^ç�Ì×ØMÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØØ��Ñ�ÕÑÃÈÇÑMÕ�Ø1Î|Ë�ÛUÈÇØ�ÛäÎkØÔÓ�ÅÇØÔÈLÓÃØÃÈäÅóË�É×ÕØ�ÛLÓ�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É�Õ�ÅÊØÔÛ
ÅóË�Õ�Å¶��ÑÃÆ�ÐYÑ�ÅÊÈÊÉ×Ö\ÄØÔÛuã ÛKèÐÒÑÃÅÇÈÊÉ×Ø�ê~à�à×à�äMÖ\ÄØ<Î|ò6è�ÛÇÉ�Ö�ÄØÔÛBã Ë�Ì�ÉP��ÕØÔÐYØÔÕ�ÅmËjÔ�ØÔÓÚÌ�æ ÑÔÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅÔê~à�à�à�ä�à
üLÆ�ÄÈÒÅÊÈ�Ë�Ó�ØÃÈYÌ×Ø%Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø�Æ�âÅÊØÔÕ�Ä~êyÉ×Ì-ÛÇÄíÒÅ6Ù~æ ÄÅ�É×Ì�É×ÛäØÔÈYÌ æ Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈj��	4�4H|àcùmÕ�Ë�Ä\ÅÊÈÇØ�Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈYÙ�Ø%Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø%É×Õ�ÅÇÑÔÈÇØÔÛÇÛ�Ë�Õ�ÅYØ�ÛvÅ
Ì æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈ�HE���4��Ö\Ä�É�ÎkØÃÈ�ÐÒØ�ÅeÙ�æ Æ�âÅÊØÔÕ�É×ÈqÌ×ØÚÓ�Æ�Õ�ÅÊÆ�ÄÈqÙ�æ Ä�Õ%Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ø�à
�
	E�4Hh�G4	4/E�¢i
HE�����E��m¤HE�����v�G4	4/��¢i
�
	E�4H¤HE�����E�¢i
® ���X���������Â
��ÁÀÌ� �'�º�	
f���f� ¾ �IÀ ³�¹tØÚÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø<Ñ�ÅóË�Õ�ÅqÓÃÈÇÑÃÑ�ê_ÕÆ�Ä�ÛqË�Ì�ÌåÆ�Õ�ÛqÉ×Õ_ÉçÅ�É�Ë�Ì�É×ÛÇØÃÈeÄ�Õ.ÍU�mÀm¶�üMúeûvì�ÓÃÆ�Õ�ÅÊØÔÕ_Ë�Õ�ÅqÄ_ÕØÚñ�Æ�Õ_ÓóÅ�ÉåÆ�Õâ_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØ±ÙÑÔÎkØÔÕ�Ù|ËVÕ�ÅeÙØÔÛqÓ�Æ\Æ�ÈÊÙÆ�Õ_ÕÑÃØÔÛqÙØÚÓóò_Ë�ÓÃÄ�Õ%ÙØ�Û�ÎkÆ�É�Õ�Å�Û-Ù_Ä�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���Ø�à
¹Sæ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÇØ�ÄÈ·HE����	�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÚÙ�ØÒÈÇÑÔÓÃÄ�ÎkÑÃÈÇØÃÈÚÌ×ØÔÛ<Ó�Æ\Æ�ÈÊÙÆ�Õ_ÕÑÃØÔÛ<ÙØ�Û<ÛäÆ�Ð6ÐÒØ�Å�Û�� Ù|Ë�Õ�Û<ÙØ�Û Æ�â�ðoØ�Å�Û<ÙØ�Å èÎkØJÍU�mÀm¶�üMúeûvì¬� Ù�Ä
ÐJËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø<É×Õ�Ù_É×Ö\ÄÑ�à_¹~ØÔÛMÆ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄ�ÈÊÛ-ËVÌ9��ÑÃâ�ÈÊÉ�Ö�Ä�ØÔÛ�ÐJËVÕ_ÉåÎ|Ä�ÌåØ�Õ�ÅqÌåØ�ÛqÍU�mÀm¶�üMúeûvìmÛ�Ó�Æ�ÐYÐYØ ÙØÔÛUÔ�ØÔÓ�ÅÇØ�ÄÈÊÛ<ýÌ×ØÔÛMÆ�ÎkÑÃÈóË�Å�É×Æ�Õ�Ûhè�ÛÇÆ�Õ�Å



w'x7y�z|{��	�=~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

ñ�ËVÉåÅÊØÔÛÒÛÇØÔÌ×Æ�Õ�ÌåØ�Û�ÈÇïj��Ì×ØÔÛÒÉ�Õ�Ù_É×Ö�Ä�ÑÃØÔÛYÙ_Ë�Õ_ÛÒÌåØ�ÛÒÕÆ�Å�É�Ó�ØÔÛÃêOÎkÆ�É�Õ�ÅYÎ|ËVÈÒÎ�Æ�É�Õ�Å�êyÛÊË�Õ�ÛYÉ×Õ�ÅÇØÔÈKÔ�Ø�Õ�Å�ÉåÆ�Õ�Î|ËVÈäÅ�É�ÓÃÄ�Ì�ÉåïÃÈÊØ�ÙØ%Ì�æ Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�ÅÊØÔÄÈÔàc·cÕ
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üLÆ�ÄÈ1ÌåØÔÛSÓ�Ë�Ì×ÓÃÄ_Ì×ÛSÙ�ÑÃÎkØÔÕ_Ù_Ë�Õ�ÅMÙ�ÄÒÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔê�Ì�Ë<Û�Ë�ÄÁÔ�Øj��ËVÈÊÙØeÉ×Õ�ÓÃÈÇÑÔÐÒØÔÕ�ÅóË�ÌåØqÎkØÃÈÊÐYØ�Å1ÙØeÕØeÛÊË�ÄFÔ�ØÃÈ1Ö�Ä�ØeÌåØÔÛcÆ�â�ðoØÃÅÊÛSÙ�Æ�Õ�Å1Ì×ØÔÛcÎkÆ�É×Õ�ÅÊØÔÄÈÊÛ
Æ�Õ�ÅqÑ�ÅÊÑÚÐÒÆÙ�É×ö�ÑÔÛqÙØÃÎ_Ä_É×ÛqÌ�ËYÙØÃÈÊÕ_ÉåïÃÈÊØÚÛ�ËVÄFÔ�Ø7��ËVÈÊÙ�Ø�àkÍ1Æ�Õ�ÛÇÄ�ÌåÅÊØ.-ÚÌ�ËÒÕ�ÆVÅ�É�Ó�Ø<ÎkÆ�Ä�ÈqÙØÚÎ_Ì×Ä_ÛqË�ÐYÎ_ÌåØ�Û-É×Õ_ñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Å�É×Æ�Õ�ÛÃà
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Maillage et points CENTRE

ÅZÆÁÇZÈ È©É�¶&ËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø<ØÃÅqÎkÆ�É×Õ�ÅÊÛmÍM·Sìmº-»q·

Vecteur vitesse et sa norme

VAL − ISO

> 1.00E+00

< 5.83E+00

  1.0

  1.3

  1.5

  1.7

  1.9

  2.2

  2.4

  2.6

  2.8

  3.1

  3.3

  3.5

  3.8

  4.0

  4.2

  4.4

  4.7

  4.9

  5.1

  5.3

  5.6

  5.8

COMPOSANTESVECTEURSUX  UY

ÅZÆÁÇ�È ¿$É � ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ<Ø�ÅeÛ�ËÒÕÆ�ÈÊÐÒØ
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Erreur relative : r et ELNO(NOEL(r))

VAL − ISO

>−4.05E−01

< 9.10E−02

−0.40

−0.38

−0.35

−0.33

−0.31

−0.28

−0.26

−0.24

−0.22

−0.19

−0.17

−0.15

−0.12

−9.88E−02

−7.56E−02

−5.23E−02

−2.91E−02

−5.85E−03

 1.74E−02

 4.06E−02

 6.39E−02

 8.71E−02

ÅZÆÁÇZÈ !^É�·cÈÇÈÇØÔÄÈqÈÇØÔÌ�Ë�Å�ÉPÔ�ØÚØÔÕ�ÅÇÈÊØ<È-Ø�Åe·S¹Uì úæã ì ú ·S¹Øã�È-äYä
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è �ré?âÎ®|¡f�=©�¯ £¥¢µ´=® ¬=êÎ®�´=¢¦â¥¹

R�w % ��x�&�ptjkZ�^('Jp~Z�]`ydmdÚpUbos
¹Sæ ÑÃÅÊÄ_ÙØ±Ù�Ø$Ì�Ë6Ù�ÉPÝ�Ä_ÛÇÉ×Æ�Õ.Ù~æ Ä_ÕØuÔ�ËVÈÊÉ�ËVâ_Ì×Ø$ÛÇÓÔË�Ì�Ë�ÉåÈÇØ±ÎkØÃÈ�ÐÒØ�ÅmÙØ±Î�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�ÅÊØÃÈmÌ×ØÔÛeÐÒÑ�Å�òÆÙØÔÛeÕ�Ä_ÐÒÑÃÈÊÉ�Ö�ÄØ�ÛqØÔÐÒÎ|ÌåÆ�è�ÑÃØÔÛqØÔÕ.ÐYÑÔÓÔË�Õ�É�Ö�ÄØ
ÙØ�Û�Ü|Ä�É×Ù�ØÔÛ-Ø�ÅeÙ�æ ØÔÕ%Ó�ØÃÈÊÕØÔÈqÓ�ØÔÈäÅóËVÉ�ÕØÔÛqÌ�É×ÐYÉåÅÊØÔÛÃà
¹tØ%Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ.ÐÒÆÙïÔÌ×Ø�Ë�ÛÇÛÇÆ\ÓÔÉåÑ�Ë�Ä\ë+ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊñ�ØÃÈäÅ�Û6Ù�É9Ý�Ä�ÛÇÉ�ñ�Û6ØÔÛäÅJÌ�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ!ÙØ.Ì�Ë�Ó�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔàMúmÕ�ÛÔæ É×Õ�ÅÊÑÔÈÇØÔÛÇÛÇØÃÈ�Ë&Ù_Ë�Õ_Û6Ó�Ø.º-ü è�Ì�Ë
ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ±ÙØÚÓÃØ�ÅÇÅÇØÚÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�à_ámØ�Ä\ë�ÐÒÑ�Å�òÆÙØ�Û�ÎkØÃÈÊÐÒØÃÅäÅÊØ�Õ�ÅeÙØ<ÈÇÑ�ÛäÆ�Ä�Ù�ÈÇØÚÓ�ØÚÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ6ý
.
Ä�ÕØÚÈÇÑÔÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ%Ù�É×ÈÇØÔÓóÅÊØ±ÙØ±Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÙØÚÌ�ËÒÓ�ò|ËVÌ×ØÔÄÈqÑÔÓ�È�ÉçÅÊØÚØÔÕNÈÇÑ7��É�ÐÒØÚÎkØÃÈÊÐ6Ë�Õ�ØÔÕ�Å�ê

.
Ä�ÕØ$ÈÇÑÔÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ%ÅÊØÔÐYÎkÆ�ÈÇØÔÌ×Ì×Ø±Æ
,�Ì�Ë6ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ.ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ$ØÔÛvÅmÆ�â�ÅÇØ�Õ�ÄØ$ØÔÕ%ÅóËVÕ�Å Ö�Ä�Ø$Ì�É×Ð6ÉçÅÊØÒËVÛKèÐYÎÅÊÆ�ÅÊÉ�Ö�Ä�Ø$ÙØ�Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÙØ
Ì�ËYÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈÔà

ìeÆ�Ä�Û�Î_ÈÇÑÔÓÃÉ�ÛäØÃÈÊÆ�Õ_Û-Ì×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛqÙ�æ Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ%ÙØ±Ó�ò|ËVÓÔÄ�ÕØ±ÙØ±Ó�ØÔÛ�ÅÇØ�Ó�ò�Õ_É×Ö�Ä�ØÔÛÃà
Àeö_Õ%ÙØ±ÐÒØÔÕ�ØÃÈqÓ�Ø�ÅÇÅÊØ<Ñ�Å�Ä_ÙØ�ê_ÙØ�Ä\ë�ÛäÆ�Ì×ÄÅ�ÉåÆ�Õ�Û-Î|ËVÈäÅ�É×ÓÔÄ�Ì×É×ïÃÈÇØÔÛqÙ�ØÚÌ�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÙØ±Ì�ËYÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈeÛäÆ�Õ�ÅqØÃëò�É×âkÑÃØÔÛÚý
.
Ä�ÕØ±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�â_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØ�ê

.
Ä�ÕØ±ÛÇÉ�Õ�Ä�ÛÇÆ�á ÙØ$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØ�à

¹LËÒÛäÆ�Ì×ÄÅ�ÉåÆ�ÕNâ|É×Ì�É×ÕÑ�ËVÉ×ÈÇØÚÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊÈ�ËÒÙ�æéËVÎ�Î�ÈÇÑÔÓÔÉåØÃÈeÌ�æ ØÃÈÊÈÇØÔÄÈqÙ~æéË�Î_Î�ÈÇÆ�ë�É×Ð6Ë�Å�É×Æ�ÕNÎ|ËVÈqÓ�Æ�ÐYÎ|ËVÈ�Ë�É×ÛÇÆ�Õ%ËjÔ�Ø�Ó<Ì�ËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�ÌåÑÔØ�à_üLÆ�ÄÈ
Ó�Ø�Ì�ËêSÙ�É9ÝkÑÃÈÇØ�Õ�Å�ÛJÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛJÛÇØÃÈÇÆ�Õ�Å�Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÔÛ.ýSÄ�Õ!Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø%ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ØÃÈJÙ�Ø.Ö\Ä_Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛ6Ø�Å�Ä�Õ!Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø%ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ØÃÈJÙ�Ø�ÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛÃà
¹Sæ ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ&Ù�æ Ä�Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØÒÉåÈÇÈÊÑj��Ä�Ì×É×ØÃÈ<ÙØYÖ�Ä|ËVÙ�È�Ë�ÕF��ÌåØ�Û ÐÒØ�ÅÇÅÊÈ�Ë6Ø�Õ�Ñ=ÔÉ�ÙØÔÕ_Ó�ØÒÄ_Õ&Ë�Ä\ÅÊÈÇØ$Å èÎkØÒÙ�æ ØÃÈÇÈÇØ�ÄÈ<Ì×É×ÑÃØ6èJÌ�æ ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ&ÙØ
ÐYÑ�Å�òÆÙØÔÛ-Ù�æ É�Õ�ÅÊÑj��È�Ë�Å�ÉåÆ�Õ%Õ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ�Ö�ÄØ�à
¹LËmÛäÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�ÛÊÉ×Õ\Ä�ÛäÆ�áaÙØ-Ë�ÐYÆ�ÈÇÅÊÉ×ØMÎkØÃÈÊÐYØ�ÅÇÅÊÈ�ËeÙ�æ ØÔÛäÅ�É×ÐÒØÔÈyÌ�æ Æ�ÈÊÙÈÇØ-ÙØ�ÓÃÆ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØ�Ù_Ä�ÛÊÓ�òÑ�Ð6ËàVüLÆ�Ä�ÈyÓ�ØÔÌ�ËêVÎ_Ì�Ä�ÛÇÉ×ØÔÄÈ�ÛOÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì�ÛyÛäØÔÈÇÆ�Õ�Å
ÈÇÑ�ËVÌ�É×ÛÇÑÔÛ-ØÔÕ�È�ËVí6Õ_Ë�Õ�ÅeÌ×ØÚÐJË�É×Ì�Ì�Ë���Ø�à_¹cæ Æ�ÈÊÙÈÇØÚÙ_Ä�ÛÊÓ�òÑ�Ð6ËÒÛäØÃÈóË�ÔÉ�ÛÇÄ_Ë�Ì�É×ÛäÑÚØ�Õ�ÅÊÈ�Ë�õÔË�Õ�ÅeÌ æ ÑjÔ�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÙØ±Ì æ ØÔÈÇÈÇØÔÄÈqØÔÕ%ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�Õ�Ù_ÄNÎkËVÛ
ÙØ±Ù�É�ÛÇÓ�ÈÇÑÃÅÊÉ�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ~à
¹tØ�ðoØÔÄ%ÙØ±ÙÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ-ÎkÆ�ÄÈmÍMÀ<´\ºq½�¶·ã�ØÔÕ%Ì�ËVÕ���Ë���Øu��É×â_É�Ë�ÕØ	äMÛÇØ ÅÊÈÇÆ�ÄÁÔ�Ø±èÒÌ�Ë�ö_Õ%Ù�Ä%º-üLà

Ñ à ½ à ½ nÒ »X�F�	���C�Â
�����Ä��ÓX�º��Á»��

Í1Ø�ÅÇÅÊØ<Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�ÐÒÆÙÑ�Ì×É�ÛäØÚÌ×ØÔÛ�ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇñ�ØÃÈäÅ�ÛMÅ�òØÃÈÊÐ6É×Ö\ÄØÔÛ�ÎkËVÈqÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÓóÅ�ÉåÆ�Õ�Ø�ÅeÛÔæ Ñ�Ó�ÈÊÉçÅ

ρcp
∂T

∂t
= div(λ~∇T )

Æ
,
T
ÙÑÔÛÊÉP��ÕØ&Ì�Ë�ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ ã�ØÔÕ

K
ä�ç
ρ
Ì�Ë
Ù�ØÔÕ�ÛÊÉçÅÊÑ ã�ØÔÕ

kg/m3 äCç cp
Ì�ËPÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈNÛÇÎkÑÔÓÃÉ×ö_Ö�Ä�Ø&è
Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ�Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØ ã�ØÔÕ

J/kg/K
ä�ç
λ
Ì�ËÒÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÓóÅ�ÉåÔ�ÉçÅÊÑ<Å�òØÃÈÊÐ6É×Ö\ÄØ?ã�ØÔÕ

W/m/K
äóà

·SÕYÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÛÊË�Õ�ÅSÖ\ÄØqÌ×ØÔÛyÎ�ÈÊÆ�Î_ÈÊÉåÑÃÅÇÑ�ÛcÐ6Ë�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÌ×Ì×ØÔÛcÛÇÆ�Õ�ÅSÉ�Õ�ÙÑÔÎkØÔÕ�Ù|ËVÕ�ÅÊØÔÛSÙ�Ä�ÅÊØÔÐÒÎ|ÛyØ�ÅSÙ�ØqÌ�æ ØÔÛÇÎ|Ë�Ó�Ø-Ø�Å1Ö�Ä�ØqÌåØeÐ6Ë�ÅÊÑÃÈÊÉ�Ë�ÄÒØÔÛäÅSÉ�ÛäÆ�ÅÊÈÇÆ�ÎkØ�ê
Ì æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ�ËYÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈeÛÃæ ÑÔÓ�È�ÉçÅ

∂T

∂t
= α∆T

Æ
,
α = λ/(ρcp)

ÙÑÔÛÊÉP��ÕØ±Ì�ËÒÙ_ÉPÝ�Ä_ÛÇÉåÔ�ÉçÅÊÑ<Å�ò�ØÃÈÊÐYÉ�Ö�ÄØ¿ã�ØÔÕ
m2/s

äóà
üLÆ�ÄÈ�Î�Æ�ÄFÔ�Æ�É×È�ÈÇÑÔÛÇÆ�Ä_ÙÈÇØ<Ó�Ø<Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ�êÆ�ÕNÙÆ�ÉåÅ-ÓÃÆ�Õ_Õ_Ë3f�ÅÊÈÇØÚÌåØ<Óóò_Ë�ÐÒÎ�Ù�ØmÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ<è�Ì æ É�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅqÉ×Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì~Ë�É×Õ_ÛÇÉ�Ö�ÄØÚÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ
Ë�ÄJÓ�Æ�Ä�ÈÊÛ1Ù�ÄYÅÊØÔÐYÎ_Û1ÙØmÌ�Ë<ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÊØ�ã�Æ�ÄJÙØmÛÇÆ�Õ6Ü_Ä\ëºäSèÚÌ�Ë±ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�É×ïÃÈÇØmÙ�Ä�ÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØq� Ì×ØeÎ�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØeØÔÛvÅMØÔÌ�Ì×É×ÎÅ�É×Ö\ÄØmØÔÕ6Ø�ÛäÎ|Ë�Ó�Ø
Ø�ÅqÎkËVÈ�ËVâkÆ�Ì×É�Ö�ÄØÚØÔÕNÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔà
´\É�Æ�Õ%ÛÃæ É×Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛäØ±Ë�ÄNÈÊÑj��É×ÐYØ<ÎkØÃÈÊÐ6Ë�Õ�ØÔÕ�Å�ê

T
ØÔÛäÅeÛäÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�Ù�Ø

∆T = 0



w'x7y�z|{CÄ	�	~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

¹tØ-Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqØÔÛvÅMË�ÌåÆ�ÈÊÛcâ_É×ØÔÕÒÎ�Æ�ÛÇÑeè<Ó�Æ�Õ�Ù_ÉçÅ�É×Æ�Õ6ÙØeÓ�Æ�Õ�Õ|ËUf�ÅÊÈÇØqÌ×ØÔÛ]Ô�Ë�Ì×ØÔÄÈÊÛSÙØeÌ�ËmÅÊØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØBã�Æ�ÄYÙØeÛäÆ�ÕÒÜ|Ä\ë�äcè Ì�Ë<ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÇØeÙ�Ä
ÙÆ�ÐJË�É×ÕØmèÚÌ æ ÑÃÅ�Ë�ÅMÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØ��*Ó�Ë�ÈóËVÓ�ÅÊÑÃÈÊÉ×ÛäÅ�É×Ö\ÄØeÙ�æ Ä�ÕYÎ_ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqØÔÌ�Ì×É×ÎÅ�É×Ö\ÄØeØÔÕYØ�ÛäÎ|Ë�Ó�Ø�à\´É_ÌåØeÜ_Ä\ëYØÔÛäÅ1É�ÐÒÎkÆ�ÛäÑeÛÇÄ�È1Ì�æ ØÔÕ�ÛÇØÔÐ$â_ÌåØ
ÙØ%Ì�Ë�ñ�ÈÊÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÊØ�Ì�Ë�ÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ+Ø�ÛvÅ6Ó�Æ�Õ_Õ�ÄØ.è�Ä_ÕØ%Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØNÎ_ÈÇïÔÛÃày·SÕ�É×Õ_ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�Î|ËVÈYÓ�Æ�Õ�ÅÊÈÇØ�êyÛÇÉ�Ì×Ø�Ü_Äë+ØÔÛvÅ6É�ÐÒÎkÆ�ÛäÑ%ÛÇÄ�È
Ì æ Ø�Õ�ÛäØ�Ð±â_Ì×Ø±ÙØÚÌ�ËÒñ�ÈÇÆ�Õ�ÅÊÉ×ïÃÈÇØ±Ì�ËÒÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕNØ�ÛvÅqÎ|ËVÈÊñôË�ÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅeÓ�Æ�Õ�Õ�Ä�Ø�ê_Ì×ØÔÛ-ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛqÉ×Õ_ÉçÅ�É�Ë�Ì×ØÔÛ-öë_Ë�Õ�ÅmÌ�Ë�Ô�Ë�ÌåØÔÄ�ÈqÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØ�à

Ñ à ½ à Ê ² ��b»^�	������ÀÌÖf���7�����I»�b��ÏÁ�	�IÀ?
����� ¾IÒ »X�F�	���C�þ
f����ý��Ó�����F»X�

üLÆ�ÄÈeÌåØÔÛ-âkØÔÛÇÆ�É×Õ_Û-ÙØ±Ó�ØÚº-üOê_ÕÆ�Ä�ÛeËjÔ�Æ�Õ_Û�Ø�ë�ò�É×âkÑÚÙ�ØÔÄ\ë�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛqÛvÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØÔÛ�ÎkËVÈäÅ�É×ÓÃÄ_Ì×É×ïÃÈÇØÔÛqÙØ±Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÙØ±Ì�ËÒÓóò_Ë�ÌåØÔÄ�ÈÚý
.
Ä�ÕØ±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�â_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØ�ê

.
Ä�ÕØ±ÛÇÉ�Õ�Ä�ÛÇÆ�á ÙØ$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØ�à

¹tØÒÙÆ�ÐJË�É×ÕØYÓ�Æ�Õ�ÛÊÉ×Ù�ÑÃÈÇÑYÙ_Ë�Õ�Û<ÕÆ�Û<ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�Ì×Û<ØÔÛvÅÚÄ_ÕØÒÎ_Ì�ËVÖ\ÄØYÓ�ËVÈÇÈÇÑÃØYòÆ�ÐÒÆ6��ïÔÕØYÙØYÓ�Æ�ÅÊÑ¥��ã
(x, y) ∈ [0 ; 1]2

äóà�¹~Ø�Û Ó�Æ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�Û
Ë�Ä\ëNÌ×É�ÐYÉçÅÊØÔÛ�ÛÇØÃÈÇÆ�Õ�ÅqÙ_Ë�Õ�Û�Ó�ò|Ë�Ö�ÄØ<ÓÔË�Û�Ì×ØÔÛMÈÇØÔÛäÅÊÈÊÉ×ÓóÅ�É×Æ�Õ�Û-è$Ì�Ë�ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÇØ<Ù�Ø Ì�Ë�ÛäÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�è$Ì æ ÑÃÅóË�Å-ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�àüLÆ�ÄÈ-ÌåØ�Û�ÐÒÑ�Å�òÆÙØ�Û
ñ�ËVÉ�ÛÊË�Õ�ÅeÉ×Õ�ÅÇØÔÈKÔ�Ø�Õ�ÉåÈeÌ×Ø ÅÊØÔÐYÎ_ÛÃê|èÒÌ�æ É�Õ�ÛvÅóË�Õ�ÅeÉ�Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì�ê|Ì�Ë�ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØÚÛÇØÃÈ�ËÒÛÇÄÎ_ÎkÆ�ÛäÑÃØ±Ä�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒÑ�ÐÒØÔÕ�ÅqÕ\Ä�Ì�ÌåØ�à
² ��b»'������� Ë �bb�b� ¾ �����	�
¹Sæ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈqØÔÛäÅ¦Ô�ÑÃÈÊÉ×ö�ÑÃØÚÎ�Æ�Ä�ÈÚý

T (x, y) = ax+ by + cxy + d

ú Õ%Î�ÈÇØ�Õ�ÙÈ�ËYÎkÆ�Ä�ÈmÌåØÔÛ ËVÎ�Î_Ì�É×Ó�Ë�Å�É×Æ�Õ�ÛeÕ\Ä�ÐÒÑÔÈÊÉ×Ö\ÄØÔÛ
a = 1

ê
b = 1

ê
c = 2

Ø�Å
d = 3

à�Í1Ø�ÅÇÅÊØ$ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ.ØÔÛvÅdÔ�É×ÛÊÄ_Ë�Ì×É�ÛäÑÃØ¥ã µOÉP�°Ç6äóàkÀ Ì�Ë
ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÔÈÇØÚÙ�Ä%ÙÆ�ÐJËVÉ�ÕØ�ê_Ì×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�ÅeÙÆ�Õ�ÓYý

T (x, y) =





ax+ d
Î�Æ�Ä�È

(x, y) ∈ [0 ; 1]× 0
(a+ c)x+ (d+ b)

ÎkÆ�ÄÈ
(x, y) ∈ [0 ; 1]× 1

by + d
Î�Æ�Ä�È

(x, y) ∈ 0× [0 ; 1]
(b+ c)y + (d+ a)

ÎkÆ�ÄÈ
(x, y) ∈ 1× [0 ; 1]

² �b�'»�À7��ëe
f����Ã��º�7�����
¹Sæ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈqØÔÛäÅ¦Ô�ÑÃÈÊÉ×ö�ÑÃØÚÎ�Æ�Ä�ÈÚý

T (x, y) = a e−by sin(bx) + d

ú Õ&Î�ÈÇØ�Õ�ÙÈ�ËNÎkÆ�Ä�ÈÚÌ×ØÔÛ$ËVÎ�Î_Ì�É×ÓÔË�Å�É×Æ�Õ_ÛÚÕ\Ä�ÐÒÑÔÈÊÉ×Ö\ÄØÔÛ
b = π/2

ê
a = 1

Ø�Å
d = 0.2

àUÍ1ØÃÅäÅÊØ6ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ&ØÔÛäÅ|Ô�É×ÛÊÄ_Ë�Ì×É�ÛäÑÃØ�ã µOÉP��Õ äóàtÀ Ì�Ë
ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÔÈÇØÚÙ�Ä%ÙÆ�ÐJËVÉ�ÕØ�ê_Ì×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�ÅeÙÆ�Õ�ÓYý

T (x, y) =





a sin(bx) + d
ÎkÆ�ÄÈ

(x, y) ∈ [0 ; 1]× 0
a e−b sin(bx) + d

ÎkÆ�ÄÈ
(x, y) ∈ [0 ; 1]× 1

d
ÎkÆ�ÄÈ

(x, y) ∈ 0× [0 ; 1]
a e−by sin(b) + d

ÎkÆ�ÄÈ
(x, y) ∈ 1× [0 ; 1]

Ñ à ½ à Ñ ¬ �Á��ÓX�I����Ó���
���»�����À7��b»^�	�b���ÂÀ=���F�	�����f�X�º���	�

¹tÆ�È�ÛÇÖ�Ä~æ É�Ì�Ø�ë�É×ÛäÅÇØÚÄ_ÕØÚÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ±è�Ä_ÕNÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇÉåÅÊÆ�ÉåÈÇØ<Ø�ÅqÖ\ÄØÚÛÇØÔÄ�Ì×Ø<ÓÃØ�ÅÇÅÇØÚÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕNÕ�Æ�Ä�Û-É×Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛäØ�êÆ�ÕNÎkØÔÄÅ
ÓóòØÃÈÊÓóòØÃÈ<èJÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É×ÛÇØÃÈ Ù�É×ÈÇØÔÓ�ÅÇØ�ÐÒØÔÕ�Å Ì×ØÔÛmÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�ÛmÑÔÓ�ÈÊÉåÅÇØ�ÛeØÔÕ�ÈÇÑj��É�ÐÒØ$ÎkØÃÈÊÐJËVÕ�ØÔÕ�Å Æ�Ä�Ó�Æ�Õ_ÛÇÉ×Ù�ÑÃÈÇØÃÈ Ì×Ø$Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØ±ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÉçÅÊÆ�ÉåÈÊØ±ØÃÅ
ÉåÅÊÑÃÈÇØÃÈ-Ø�Õ�ÅÊØÔÐÒÎ|ÛOðvÄ_ÛÇÖ�Ä~æ èYÌ�æ Æ�âÅÊØÔÕ�Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ æ ÑÃÅ�Ë�ÅeÛäÅóË�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
ã ¾ ��ÓX�^
���À=�	�Á�������f�X�º���	�



w'x7y�z|{CÄ���~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

¹Sæ Ë�Ì9��Æ�ÈÊÉçÅ�ò�ÐYØÒÌ×ØYÎ_Ì�Ä�ÛÚÕ_Ë�Å�ÄÈÇØ�ÌLÎ�Æ�Ä�ÈÚÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈ±Ì�ËNÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØYÙ~æ Ä�Õ�Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØ�ÅÊÈ�Ë�Õ_ÛÇÉçÅÊÆ�É×ÈÇØYÓÃÆ�Õ_ÛÇÉ�ÛvÅÊØ6èNÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É�ÛäØÃÈ±ÌåØ
Î�ÈÊÆ�â|ÌåïÔÐYØ<ÎkØÔÈÊÐ6Ë�ÕØÔÕ�Å�à
¹LËÚÙ�É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�ÕJÙØÔÛSÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Û1Ó�Æ�Õ�Ù_Ä�ÉçÅ-èÚÄ�ÕJÛ[è�ÛvÅÊïÔÐÒØmÐ6Ë�ÅÊÈÊÉ×ÓÔÉåØÔÌ|ÙØmÌ�ËÚñ�Æ�ÈÊÐÒØ

Ax = b
à´É|ÌåØeÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqÅÊÈ�Ë�ÉçÅÊÑqØ�ÛvÅkì¿LJS5íeö�L�üeé�ê�Ì�Ë

ÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø
A
ØÔÛäÅeèÒÓ�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�ÅÊÛqÓ�Æ�Õ�ÛäÅóË�Õ�Å�ÛÃà�ûvÌ~ÛÇÄíÒÅeÙØ±Ì�æ É×Õ Ô�ØÔÈÊÛäØÃÈmËVÎ�ÈÇïÔÛeËjÔ�Æ�É×ÈqÉ�ÐÒÎkÆ�ÛäÑÚÌ×ØÔÛ-ÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÇØ�Û�ÎkÆ�ÄÈ-Æ�â�ÅÇØ�Õ�ÉåÈ

Ì�ËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�à
á<Ë�Õ�Û$Ì×Ø�ÓÔË�Û±Æ
,PÌåØJÎ�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØ6Ø�ÛvÅÞS�Q�S}ìîLïS5íeö�Lúüeé�êUÌ�Ë.Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ×ÓÃØJÕ�æ ØÔÛäÅ$Î_Ì�Ä�Û�è.Ó�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�Å�Û$Ó�Æ�Õ�ÛäÅóË�Õ�Å�ÛÃàOÍ1ØÔÄë�¾aÓÔÉSÙÑÔÎkØÔÕ�Ù�ØÔÕ�ÅÒÙØ�Ì�Ë
ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ�ý

A(x)x = b.üLÆ�ÄÈ%Ì æ ÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ"ÙØ
Ì�Ë�Ó�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔê-ÌåØ�Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ&ØÔÛäÅ.ÕÆ�Õ"Ì×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØ
ÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�ÄØ
Ì�æ Ä�ÕØ
ÙØÔÛ�Î�ÈÇÆ�Î�ÈÊÉ×Ñ�ÅÊÑÔÛ�Ð6Ë�ÅÊÑÃÈ�ÉåØÔÌ�ÌåØÔÛ%ÙÑÃÎ�ØÔÕ�Ù�ÙØ�Ì�Ë
ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ�à_ùmÕØ±ÐÒÑÃÅÊò�Æ\Ù�ØÚÙ�Ø±üSÉ×ÓÔËVÈÊÙÞ� ÙØ±ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�ê_Ù�ØÚÎkÆ�É×Õ�Åqö�ë\Ø�êléjêSë	ì4� Ø�ÛvÅmË�Ì×Æ�ÈÊÛqÄ\Å�É�Ì×É�ÛäÑÃØ$ËVö|Õ%ÙØ±Ì�É×ÕÑ�Ë�È�É×ÛäØÔÈeÌ�ËYñ�Æ�ÈÊÐYØ
ÐJË�ÅÊÈÊÉ�ÓÃÉ×ØÔÌ×Ì×Ø<Æ�â�ÅÇØ�Õ�ÄØ$èÒÌ�æ É�ÛÇÛÇÄ�ØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÙ�É�ÛÇÓ�ÈÇÑÃÅÊÉ�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ�ý
É�ûvÕ�ÉçÅ�É�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈ

x0É�üLÆ�Ä�È
k > 0É"Í�Ë�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈ

δx = ||xk+1 − xk||É�ºOË�Õ�ÅqÖ\ÄØ
δx ≤ εÉ�»-Ñ�ÛäÆ�Ä�ÙÈÊØ
A(xk)xk+1 = b(xk)¹LËÚÓ�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ_Ó�ØeÙ�ØeÌ�ËÚÐÒÑÃÅÊò�Æ\Ù�Ø¦Ô�ØÔÈÊÛSÌ�ËÚÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ6Î_ò èÛÊÉ×Ö�Ä�ØeØÔÛvÅMÛÇÆ�ÄÁÔ�ØÔÕ�ÅMÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ÑÔÐ6Ë�Å�É×Ö\ÄØ�à�·SÌ�ÌåØmÙÑÃÎkØ�Õ�ÙJñ�Æ�ÈäÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅMÙ�ÄJÓ�òÆ�Éåë6Ù�Ä

Î�ÈÊØÔÐYÉ×ØÃÈ-ÉåÅÇÑÔÈÇÑ
x0
Ø�ÅqÙ_ÄNÓ�Æ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�ÕØÔÐYØÔÕ�ÅeÙØ<Ì�Ë�Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�à�ücÌ�Ä�Û

x0
ØÔÛvÅ-Î_ÈÇÆ\ÓóòØÚÙØ<Ì�Ë�ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Ó�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ÑÃØ<Î_Ì×Ä_Û�Æ�Õ�Ë�ÙØÚÓ�ò|ËVÕ_Ó�ØÔÛ

ÙØ±Ó�Æ�Õ Ô�ØÔÈY��ØÃÈÔà_á<Ë�Õ�ÛqÙØ±Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØ�Ä\ë�ÓÔË�ÛÃê_Ä�Õ�ØÚÉ�Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ%Î�ÈÇÆÓ�òØ±Ù�ØÚÌ�ËÒÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%Ó�òØÃÈ�Ó�òÑÃØÚØ�ÛvÅeÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ±Ó�Ø±Ö�Ä�ÉtÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÉçÅ è
Ì�Ë<Ù�ÉPÔ�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØeÙØeÌ�ËÚÐÒÑ�Å�òÆÙØ�à\Ímæ Ø�ÛvÅSÎkÆ�ÄÈ�Ö�ÄÆ�É ê�Ù_Ë�Õ�ÛSÌ×ØeÓÔË�ÛcÙ�ØqÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÔÛSÕÆ�Õ¾aÌ×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØÔÛÃê�Æ�ÕYÈÇØÔÓ�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ØeÌ�æ Ñ�ÅóË�Å1ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØqØÔÕ
ÅóË�Õ�ÅyÖ\ÄØ�Ì×É�ÐYÉåÅÊØ�Ë�ÛKèÐÒÎ�ÅÇÆ�Å�É�Ö�ÄØ�Ù�Ä$Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐYØMÉ×Õ�ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�àV·SÕ�É×Õ�ÅÊÈÇÆÙ�Ä�É�ÛÊË�Õ�ÅyÌ×Ø1ÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔê�Æ�Õ�ÐÒÆÙ�É×ö�ØMÌ�ËeÕ_Ë�Å�ÄÈÊØMÐ6Ë�Å�òÑ�Ð6Ë�Å�É×Ö\ÄØ
Ù�ÄJÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØmÓ�ØmÖ�Ä�É|ÎkØÃÈÊÐYØ�ÅMÙ_Ë�Õ�Û1Ó�ØÃÈäÅóË�É�Õ�Û1ÓÔË�Û1Ù�æéËjÔ�Æ�É×È1Ä_Õ6Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØmÐYÉ×ØÔÄ\ëYÎkÆ�ÛÇÑ�ç�ØÔÕÚðoÆ�Ä_Ë�Õ�Å�ÛÇÄÈMÌ�ËqÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈMÙ�Ä6Î|Ë�Û1ÙØqÅÊØÔÐÒÎ|Û
Ì×ØÚÓÃÆ�Õ_Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÕØ�ÐÒØÔÕ�ÅqÎkØÔÄ\Å�OÃÅÇÈÊØ±Ë�ÐÒÑÔÌ�ÉåÆ�ÈÇÑÚØ�ÅeÌ�ËÒÙ�Æ�Ð6É×Õ|ËVÕ_Ó�ØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÙ�É�Ë	��Æ�Õ|ËVÌ×ØÚÈÇØÔÕ�ñ�Æ�È�Ó�ÑÃØ�à
ã ¾ ��ÓX�^
����b��À=���F���������������	�
´\Ä�Î�ÎkÆ�ÛäÆ�Õ_Û$Ì�Ë.ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ+Ó�Æ�Õ�Õ\ÄØ�Ë�Ä�ÅÊØÔÐYÎ_Û

tn = n∆t
àyúmÕ+ÓóòØÃÈÊÓóòØ�è%Ñ=Ô�Ë�Ì×ÄØÔÈ�Ì�Ë.ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ+ÙØNÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�ÕPÙØNÌ�Ë.Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄÈYË�Ä

ÅÊØÔÐYÎ_Û
tn+1 = (n + 1)∆t

à�´Ä�ÉPÔ�Ë�Õ�Å�ÌåØ.ÅÊØÔÐÒÎ_ÛNË�Ä�Ö\ÄØÔÌqÆ�Õ!Ñ=Ô�Ë�Ì×ÄØ&ÌåØ�¹LË�Î|Ì�Ë�ÓÃÉ×ØÔÕ�ÙØ.ÅÊØÔÐÒÎ�ÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ�êSÆ�Õ�Æ�âÅ�É×ØÔÕ�Å�Ä�Õ�ÛÇÓóòÑÔÐ6Ë
éeð-ñ5ì¿Lbë.Lbê�éMØÔÕ�ÅÊØÔÐÒÎ_Û-Æ�Ä%Ä_Õ%ÛÇÓóòÑÔÐJË�L�ùdñ5ìîL`ë.Lbê�éMØÔÕ�ÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔà_ìeÆ�Ä_Û-Î�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�ÅÇÆ�Õ_ÛqÙ_Ë�Õ�ÛqÓ�ØÃÅÇÅÇØÚÎkË�ÈÇÅÊÉ×Ø±Ó�Ø�ÛqÙØÔÄ\ë%ÛÊÓ�òÑ�Ð6Ë�Û-ØÔÕ%Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Õ�Å
Ä�Õ�ØÚÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É×Û�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÇÎ|Ë�Å�É�Ë�Ì×Ø<Ø�Å-ÅÊØÔÐYÎkÆ�ÈÇØÔÌ�ÌåØ<ÎkËVÈqÙ�ÉPÝkÑÔÈÇØÔÕ�ÓÃØÔÛ-ö_Õ�É×ØÔÛÃà
² ��Ó ¾ ÃÄ��� ÞXÖfb���I���	��à á<Ë�Õ�Û�ÌåØ�Ó�ËVÛ�ÙØNÌ�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ+ÙØ�Ì�Ë.Ó�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈÒÐÒÆ�ÕÆÙ�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�Õ_ÕØÔÌ�ÌåØ�êUÆ�Õ
Æ�âÅ�É×ØÔÕ�ÅÒÌ×Ø�ÛÊÓ�òÑ�Ð6Ë�ØÃë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�ØÔÕØ�ëÎ�ÈÊÉ�Ð6Ë�Õ�ÅeÌ×Ø±¹UËVÎ_Ì�ËVÓÔÉåØÔÕ�ØÔÕ%ÙÑÃâ|Ä\ÅeÙØÚÎ|Ë�ÛqÙØ ÅÊØÔÐYÎ_Ûuã Ë�Ä�ÅÊØÔÐYÎ_Û
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ÛÇÆ�Õ�ÅeÈÇØÔÛäÎ�ØÔÓóÅ�ÉåÔ�ØÔÐYØÔÕ�ÅmÌåØÔÛqÎ|Ë�ÛqÙØ<ÅÊØÔÐYÎ_Û-Ø�ÅmÙ�æ ØÔÛäÎkË�Ó�ØÚØ�Å

Tni
Ù�ÑÔÛÇÉ9��ÕØ±Ì�Ë$ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ$Ë�Ä�ÎkÆ�É×Õ�Å

xi = i∆x
ØÃÅmË�Ä

ÅÊØÔÐYÎ_Û
tn = n∆t
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¹Sæ É�Õ�ÅÊÑÃÈ�OÃÅSÙØ-Ì�Ë ÐYÑ�Å�òÆÙØ�Ø�ëÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ-ØÔÛäÅcÑ=ÔÉ�ÙØÔÕ�Åqý�Ì�Ë ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ6Ë�Ä$ÅÊØÔÐYÎ_Û

tn+1
ØÔÛvÅSÓ�Æ�Õ_Õ�ÄØ-Ø�ëÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�Å1èmÎkËVÈäÅ�ÉåÈcÙ�Ø-Ì�Ë ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ

Ë�ÄÒÅÊØÔÐYÎ_Û
tn
� ÛÊË�Õ_ÛSÉ×Õ Ô�ØÔÈÊÛÇÉ×Æ�Õ6Ù~æ Ä_ÕØeÐJË�ÅÇÈ�É×Ó�Ø�à�¹~ØeÕ�Æ�Ð±â�ÈÇØeÙ~æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Û1Ë�Ì9��ÑÃâ�ÈÊÉ�Ö�ÄØ�ÛcÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅóË�Õ�ÅMÓ�Ø�ÅÇÅÊØqÑ=Ô�Ë�Ì×Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ6ØÔÛvÅMÙÆ�Õ�Ó

ñ�ËVÉ×â_Ì×Ø±Ó�ØÚÖ\Ä�É�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅeÙ�æ ØjÝkØÔÓóÅ�Ä�ØÃÈ-âkØ�Ë�Ä_Ó�Æ�ÄÎ.ÙØ<ÎkËVÛqÙØ<ÅÊØÔÐÒÎ_ÛeèÒÐÒÆ�É×Õ_ÙÈÇØÚÓ�Æ
dÅÔà
¶�Ë�Ì�òØÔÄ�ÈÇØÔÄ�ÛÇØÔÐÒØÔÕ�Å�ê�ÎkÆ�ÄÈqÄ�Õ%Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø±ÙØ<ÎkË�Û

∆x
ê_ÌåØÔÛgÔ�Ë�ÌåØ�ÄÈÊÛqÙØÚÎ|Ë�Û-Ù�Ø ÅÊØÔÐÒÎ|Û-ÛäÆ�Õ�ÅqÌ�É×Ð6ÉçÅÊÑÃØÔÛ-ÎkË�ÈqÌ×Ø±Ó�ÈÊÉçÅÊïÔÈÇØÚÙØ±µ_Æ�ÄÈÊÉåØÔÈ

2α∆t < ∆x2

üLÆ�ÄÈ�Ä�Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ømö_Õ�êÌåØmÎ|Ë�ÛMÙØeÅÊØÔÐÒÎ|ÛSÎkØÔÄÅ�ÙÆ�Õ�Ó:O�ÅÊÈÇØeÅÊÈÇïÔÛSÎ�Ø�Å�ÉçÅ�Ó�Ø Ö\Ä�É|Î�ØÔÄ\Å�Ó�Æ�Õ_Ù�Ä�É×ÈÇØ<è±Ä�Õ�ÕÆ�Ð$â�ÈÇØmÙ�ØeÎkË�Û1Ù�ØqÅÊØÔÐYÎ_ÛcÅÊÈÇïÔÛ
É�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�ÅqÎkÆ�ÄÈeË�ÅÇÅÊØÔÉ�Õ�ÙÈÇØ±Ì�æ Ñ�ÅóË�ÅeÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ<ØÃÅmèÒÙØÔÛ�ÅÊØÔÐÒÎ_Û-Ù�ØÚÓ�ËVÌ�ÓÃÄ�Ì�ÅÊÈÇï�Û-Ì×Æ�Õ��_à
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² ��Ó ¾ ÃÄ�Û�bÃ�Öfb���I���	��à á<Ë�Õ_ÛÚÌ×Ø6Ó�Ë�ÛÚÙØJÌ æ ÑÔÖ�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�Ø6Ì�Ë�Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄÈ$ÐYÆ�ÕÆÙ�É×ÐYØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�ÕØ�Ì×Ì×Ø�ê~Æ�Õ&Æ�âÅ�É×ØÔÕ�Å�ÌåØJÛÇÓóòÑÔÐ6Ë�É�ÐÒÎ|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ6ØÔÕØ�ëÎ�ÈÊÉ�Ð6Ë�Õ�ÅeÌ×Ø±¹UËVÎ_Ì�ËVÓÔÉåØÔÕ�ØÔÕ�ö_Õ%ÙØ<ÎkË�Û-ÙØ<ÅÊØÔÐÒÎ|Ûuã Ë�Ä�ÅÊØÔÐÒÎ|Û
tn+1
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Tn+1
i − Tni
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= α

Tn+1
i+1 − 2 Tn+1

i + Tn+1
i−1

∆x2

¹Sæ É�Õ�ÅÊÑÃÈ�OÃÅNÙ�Ä�ÛÊÓ�òÑ�Ð6Ë
É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�Î|ËVÈ�È�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅ�Ë�Ä�ÛÊÓ�òÑÔÐJË�Ø�ë\Î|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ�ØÔÛvÅ�Ö�Ä~æ É�ÌeÕ~æ è�Ë�Î|Ë�Û�ÙØ�ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�Ì×É�ÐYÉåÅ�Ë�Õ�ÅNÌ�ËýÔ�Ë�Ì×ØÔÄÈ
ÛÊÄÎkÑÃÈÊÉ×ØÔÄÈÇØ�Ù_Ä
Î|Ë�Û�ÙØ6ÅÊØÔÐÒÎ_ÛJàL·SÕ
ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Û±ö_Õ�É�ÛÃêLÛÇÉSÆ�ÕPÕØ�Ù�É�Ë���Æ�Õ_Ë�Ì×É�ÛäØ�Î|Ë�Û$Ì�Ë.Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�Ð6Ë�ÛÇÛÇØ�êtÆ�Õ
ÎkØÔÄÅ�ÐYÆ�Õ�ÅÊÈÇØÃÈ�Ö�ÄØNÌåØ
Î|Ë�ÛqÙØ<ÅÊØÔÐÒÎ|Û-ÙÆ�ÉçÅ:O�ÅÊÈÇØ±Ë�ÛÊÛäØ.-u��È�Ë�Õ�Ù%ËVö_Õ%Ù�æ Ñ=Ô�ÉçÅÊØÃÈeÓ�ØÃÈäÅóË�É×Õ_Û-Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÔÛqÙØ±ÛvÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÇÑk� ØÔÕ�Î|ËVÈäÅ�É�ÓÃÄ�Ì�ÉåØÔÈ-ÎkØÃÈÇÅÇØ±Ù�Ä�Î�ÈÊÉ�Õ�ÓÃÉ×ÎkØ±Ù�Ä
ÐJË�ë�É×Ð�Ä�Ð©ý

2α∆t > ∆x2/6.Í1Æ�ÐYÐYØ1Ø�Õ���ÑÔÕ�ÑÃÈ�Ë�Ì\Æ�Õ�ÓÃÆ�Õ_ÛÇÉ�ÙïÃÈÇØ-ÙØg��È�Ë�Õ�Ù�ÛOÎ|Ë�ÛyÙØ1ÅÊØÔÐYÎ_ÛcËVÄ�ÈÇØj��ËVÈÊÙ�Ù_Ä±ÅÊØÔÐYÎ_ÛOÓ�ËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈÊÉ×ÛäÅ�É×Ö\ÄØ�Ù_Ä$Î|òÑÔÕÆ�ÐYïÔÕØ�Ñ�Å�Ä�Ù�É×Ñ�ê�Ó�ØÃÅäÅÊØ
Ó�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÇØ�ØÔÛäÅÚË�Ä\ÅÊÆ�Ð6Ë�Å�É×Ö\ÄØÔÐYØÔÕ�ÅnÔ�ÑÔÈÊÉåö_ÑÃØ�àtÍmæ Ø�ÛvÅ ÎkÆ�ÄÈÊÖ\ÄÆ�É�ê�Î|ËVÈ<ËVâ_Ä_ÛmÙ�Ø�Ì�Ë�ÕF��Ë���Ø�êkÆ�Õ�Ù�ÉçÅÚÖ�Ä�æ É�ÌLÕ�æ Ø�ë�É×ÛäÅÇØ�ÎkËVÛ ÙØÒÓ�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÊØ
ÛÊÄÈqÌ�Ë�Ô�Ë�Ì×ØÔÄÈeÙ�Ä�Î|Ë�Û-Ù�Ø ÅÊØÔÐYÎ_Û�ØÔÕ%É×ÐYÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à
á<Ë�Õ�ÛÚÌåØ6ÓÔË�Û<Ù�æ Ä�Õ&Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØYÌ�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ê�ØÔÕ&ñ�Ë�É×ÛÊË�Õ�Å<ÅÇØ�Õ�ÙÈÇØ

∆t
Ô�ØÃÈÊÛÚÌ�æ É�Õö_Õ�É ê�Æ�Õ&ÐYÆ�Õ�ÅÊÈÇØYÖ�Ä�æ É�ÌOÛÊÄíÒÅ±Ù�æ Ä�Õ&Î|Ë�Û<ÙØÒÅÇØ�ÐÒÎ_Û ÎkÆ�Ä�È

Æ�âÅÊØÔÕ_ÉåÈqÌ æ Ñ�ÅóË�ÅeÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØ�à
á<Ë�Õ�ÛcÌåØqÓÔË�ÛOÆ
,ÒÌ�Ë Ù�ÉPÝ�Ä�ÛÇÉPÔÉåÅÊÑMÅ�òØÔÈÊÐYÉ�Ö�ÄØ-Ù�ÑÃÎkØÔÕ_ÙÒÙ�Ø-Ì�ËeÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ�ê�Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�ÕÒÙ�Ø-Ì�Ë Óóò_Ë�Ì×ØÔÄÈcÙ�Ø=ÔÉ×ØÔÕ�Å1ÕÆ�Õ\¾aÌ�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�à�¹UËmÎ�ÈÊÉ�ÛäØ
ØÔÕ�Ó�Æ�ÐÒÎ�ÅÊØÒÙØ6Ì�ËNÕ�Æ�Õ¾aÌ×É�ÕÑ�ËVÈÊÉåÅÊÑYÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇØYÄ�Õ&ÓÃØÃÈäÅóË�É×Õ�ÕÆ�Ð±â�ÈÊØÒÙ�ØÒÎkËVÛÚÙØ�ÅÊØÔÐYÎ_ÛÚËjÔ�ËVÕ�Å±Ù�æéË�ÅÇÅÊØÔÉ×Õ_ÙÈÇØYÌ�ËNÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ&ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
ú Õ&ÎkØ�Ä\Å$Ì×É�ÕÑ�ËVÈÊÉ�ÛäØÃÈ$ÌåØJÛÇÓóòÑÔÐ6ËNØÔÕPË�ÝkØÔÓóÅóË�Õ�Å$è�Ì�Ë�Ù�É9Ý�Ä�ÛÇÉPÔÉåÅÊÑYÅ�òØÃÈÊÐ6É×Ö\ÄØ6Û�Ë¿Ô�Ë�ÌåØ�ÄÈ$Ë�Ä
ÙÑÃâ|Ä\Å$Ù�Ä�Î|Ë�ÛÚÙ�ØÒÅÊØÔÐÒÎ|ÛÃà~¹tØ6ñôË�ÉåÅ$ÙØ
ö���ØÔÈmÌ�Ë6ÓÃÆ�Õ_Ù�Ä�Ó�ÅÊÉPÔÉåÅÊÑÚÅ�òØÔÈÊÐYÉ�Ö�ÄØÒË�Ä%Î|Ë�ÛeÙ�ØÚÅÊØÔÐYÎ_ÛqÎ�ÈÇÑ�Ó�ÑÔÙØ�Õ�Å�êkÙÑj��È�Ë�ÙØ�Ì�ËYÎ_ÈÇÑÔÓÃÉ�ÛÇÉ×Æ�Õ�ÙØ�Ì�ËÒÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ$ÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ÑÃØ�Ù�ÄÈóËVÕ�Å ÌåØ
ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÉçÅÊÆ�ÉåÈÊØ�à�´\ØÔÄ�Ì×ØMÌ�ËeÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ$ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØØÔ�ÑÔÈÊÉåö�Ø�Ì æ ÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ$Ø�ÅOØÔÛvÅyÙ�Æ�Õ_ÓMèeÓ�Æ�Õ_ÛÇÉ�ÙÑÃÈÇØÃÈ�à�´\É�Æ�Õ$ÛÃæ É�Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛäØ-Ë�Ä�ÛÇÛÊÉ\Ë�ÄÚÅÊÈ�Ë�Õ_ÛÇÉçÅÊÆ�É×ÈÇØ�ê
è.Óóò_Ë�Ö�Ä�Ø�Î|Ë�Û$Ù�Ø6ÅÊØ�ÐÒÎ_ÛÔêtÆ�Õ+ÙÆ�ÉçÅ6ËVÐYÑÔÌ�ÉåÆ�ÈÇØÃÈ�Ì æ Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ+Ù_ÄPÜ_Ä\ëPÓÃØ�Ö\Ä�É1Ó�Æ�Õ�Ù_Ä�ÉçÅÒØÔÕ²��ÑÔÕÑÃÈóËVÌ�è.Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇØÃÈÒÄ�ÕØNÐÒÑÃÅÊò�Æ\Ù�Ø�ÙØ
üSÉ×Ó�ËVÈÊÙ�à
° ÓX�C�úÞÿ
l»ÂÀ7��Ó ¾ ÃÄ�0à üLÆ�ÄÈqÄ�Õ�Î�ÈÊÆ�â_ÌåïÔÐYØÚÌ×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØ±Ì�ËYÐÒÑ�Å�òÆÙØÚÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ<ØÔÛäÅqÛÇÆ�ÄÁÔ�Ø�Õ�ÅeÌ�Ë�Î_Ì�Ä�Û-ØÃí6ÓÔË�Ó�Ø�à
üLÆ�ÄÈJÄ�Õ�Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ.Õ�Æ�Õ\¾aÌ�É×ÕÑ�ËVÉ×ÈÇØ�ê1ÌåØ.ÓóòÆ�Éçë�Ù~æ Ä_Õ�ÛÇÓóòÑÔÐJË�Ø�ëÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÇØ.Æ�Ä!É×ÐÒÎ|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ.ØÔÛvÅJØÔÐYÎ_ÉåÈÊÉ�Ö�Ä�Ø.Ù_Ë�Õ�ÛJÌ�Ë�ÐÒØ�ÛÇÄÈÇØ%Æ
,�Ó�æ Ø�ÛvÅ
Ì æ ØÃë\ÎkÑÃÈ�ÉåØÔÕ_Ó�ØeÙØqÌ æ ÄÅ�É×Ì�É×ÛÊË�ÅÊØÔÄ�ÈcÆ�Ä�ê�Ó�ØqÖ\Ä�É�ØÔÛäÅSÐYÆ�É�Õ�ÛcÛÇÓÔÉåØÔÕ�Å�Éåö_Ö\ÄØ�ê�ÛäØÔÛSò_ËVâ_ÉåÅÊÄ_ÙØÔÛSÖ�Ä�É�Î�ÈÊÑ=Ô�ËVÌ×ØÔÕ�ÅÔà�ùeÕ6ÛÇÓóòÑÔÐ6Ë<É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØqÕ�ÑÔÓ�ØÔÛÊÛÇÉçÅÊØ
ØÔÕ��ÑÔÕ�ÑÃÈ�Ë�ÌUÐÒÆ�É�Õ�ÛmÙØ±ÎkË�ÛeÙ�ØÚÅÊØÔÐYÎ_ÛeÎkÆ�ÄÈ Ë�ÅÇÅÊØÔÉ�Õ�ÙÈÇØ�Ì�æ Ñ�ÅóË�Å ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ$Ö\Ä�æ Ä�Õ�ÛÇÓóòÑÔÐ6ËYØÃë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ$�)ÌåØ$Î|Ë�ÛmÙØ±ÅÊØÔÐÒÎ|ÛeÙØ�Ó�Ø
ÙØÔÈÊÕ�É×ØÃÈ Ø�ÛvÅÚÌ×É�ÐYÉåÅÊÑÒÎ|ËVÈ<ÙØÔÛ<Ó�Æ�Õ�ÅÇÈ�Ë�É�Õ�ÅÊØÔÛ<ÙØYÛvÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑ�àtÍ1ØÃÎ�ØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅÔêtË�Ä�ÙØÔÌ�èNÙ�æ Ä�ÕØYÓ�ØÃÈäÅóË�É�ÕØ$ÅóË�É�Ì×Ì×ØYÙØYÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø�ê�Ì×ØÒÓÃÆ�dÅÚÙ�æ Ä�Õ
Î|Ë�ÛMÙØqÅÊØÔÐÒÎ|Û1É×ÐÒÎ|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ ÙØ=ÔÉ×ØÔÕ�ÅMÎ_Ì�Ä�Û1É�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�Å�Ö�ÄØ ÌåØmÓÃÆ
d\ÅMÙ~æ Ä�Õ6Î|Ë�Û1Ù�ØqÅÊØÔÐÒÎ|ÛSØ�ë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�à\¹LËÚÛäÅÊÈ�Ë�ÅÇÑ7��ÉåØ è±Ë�Ù�Æ�Î�ÅÊØÃÈ1ØÔÛvÅ�ÙÆ�Õ�Ó
èYË�Ù_ËVÎ�ÅÇØÔÈeË�Ä�ÓÔË�Û�ÅÇÈóËVÉåÅÊÑ�à
á<Ë�Õ�Û�ÅÊÆ�Ä�Û�ÌåØÔÛ�ÓÔË�ÛÔê�É×Ì Õ�Ø&ñ�Ë�Ä\Å�Î|Ë�ÛNÎkØÃÈÊÙÈÇØ�ÙØ�Ô�ÄØ&Ö\ÄØ�Ì�ËPÈÇÑÔÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ"Ù�æ Ä�Õ�Î�ÈÊÆ�â|ÌåïÔÐYØ&Ì�É×ÕÑ�Ë�ÉåÈÇØ�ÛÇØÃÈäÅ�ØÔÕ���ÑÔÕÑÔÈ�Ë�ÌmÙ~æ Ñ�ÅóË�Î�Ø
Î�ÈÊÑÔÌ×É�ÐYÉ�Õ_Ë�ÉåÈÇØÒË�Ä�ÅÇÈ�Ë�ÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅmÙ�æ Ä�Õ.Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ$Õ�Æ�Õ�Ì×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØ$Ù_Ë�Õ�ÛeÌ×ØÔÖ�Ä�ØÔÌtÆ�Õ�ËÒö���ÑÚÅÇÆ�ÄÅÇØ�ÛeÌåØÔÛmÕÆ�Õ\¾aÌ�É×Õ�Ñ�ËVÈÊÉçÅÊÑÔÛq�/ØÔÕ�ÕÑj��Ì×É9��Ø�Ë�Õ�Å
Ì�Ë&ÙÑÃÎkØÔÕ_Ù_Ë�Õ�Ó�Ø%Ù�ØÔÛÒÎ|ËVÈ�Ë�ÐYï�ÅÊÈÇØÔÛ�Î|ò6è�ÛÇÉ×Ö\ÄØÔÛJè&Ì�Ë�ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÊØNÎ|ËVÈYØ�ë\Ø�ÐÒÎ_Ì×Ø�àOûvÌ-ñôË�Ä\ÅJÙÆ�Õ�Ó�ñ�Ë�ÉåÈÇØ.Ë�ÅÇÅÊØÔÕ�ÅÊÉ×Æ�Õ�è�ÕØ�ÎkË�Û�ÅÊÈÇÆ�Î
ÛÇÎkÑÔÓÃÉ�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈ<ÌåØ$ÅÊÈ�Ë�ÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�Å<Õ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ�Ö�ÄØYèJÄ�Õ.Å èÎkØÒÙØ�Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØYË�Ä�ÈÊÉ×ÛÊÖ�ÄØÒÙØÒÙØjÔ�Æ�É×ÈmÅÇÆ�ÄÅmÈÊØÔñôË�ÉåÈÊØ�Ì×ØmðoÆ�ÄÈ Æ
,�Æ�Õ&ËVâkÆ�ÈÊÙØÔÈ�ËJÌåØ
ÔÈ�Ë�É�Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØ�à

R�w�� ��[1les^+*1lqpts
¹tØ�ðoØÔÄ%ÙØ±ÙÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛeË�ÛÇÛÇÆ\ÓÔÉåÑ±èÒÓ�Ø±º-ü!Ó�Æ�ÐÒÎkÆ�ÈäÅÊØÚÙØÔÛqÐÒØ�Õ�Ä�ÛqÖ�Ä_É�Î�ØÃÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊØÔÕ�ÅqÙ�ØÚÓóòÆ�É×ÛÊÉåÈ±ý

��à-Ì×Ø±Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø?ã Ó�Æ�ÐYÎkÆ�ÛäÑÚÙØ<ÅÇÈ�É�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛÃê_ÙØ±Ö�Ä|ËVÙ�È�Ë�ÕF��ÌåØ�Û�ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ØÃÈÊÛ-Æ�Ä�ÕÆ�Õ�ä�ç
ÿ\à-Ì×Ø±ÕÆ�Ð±â�ÈÊØÚÙ�æ ÑÔÌåÑ�ÐÒØÔÕ�Å�Û�Î|ËVÈqÓ�Æ�ÅÊÑ�ç
½à-Ì×Ø±ÙØj��ÈÇÑÚÙ�ØÔÛ-É�Õ�ÅÊØÃÈÊÎkÆ�Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛBã Ì×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØÚÆ�Ä%Ö�Ä|ËVÙ�È�Ë�Å�É×Ö\ÄØ	äCç
È_à-Ì�ËÒÐÒÑ�Å�ò�Æ\Ù�ØÚÙØ<ÈÇÑ�ÛäÆ�Ì×ÄÅ�ÉåÆ�ÕÄã É�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØÚØ�ë\Î|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ�ê|É�Õ�ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ±É×ÐYÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÊØ�ê_ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ�ä�ç
¿\à-Ù|Ë�Õ�Û-Ì×ØÚÓÔË�ÛqÉ×ÐYÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�ê_Ì×Ø<Î|Ë�ÛqÙØ<ÅÇØ�ÐÒÎ_Û-Ø�ÅeÌ�ËÒÐYÑ�Å�òÆÙØÚÙ�æ É�Õ6Ô�ØÃÈÊÛÇÉ×Æ�Õ%Ù�Ä%Û[èÛäÅÊïÔÐÒØÚÐ6Ë�ÅÊÈÊÉ�ÓÃÉåØ�Ì�à
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¹LËÒÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ%Ó�ÆÙÑÃØ±ØÔÛäÅeÌ�ËYÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÛÊÉ×Õ\Ä�ÛäÆ�áaÙ_Ë�ÌåØ�Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�É×Ø�à_ÀeÎ�ÈÇïÔÛmËjÔ�Æ�É×ÈeÓ�Æ�ÐÒÎkËVÈÇÑÚÎkÆ�ÄÈeÌ×ØÔÛqÙ_ÉPÝkÑÃÈÇØ�Õ�Å�ÛqÎ|ËVÈ�Ë�ÐÒï�ÅÊÈÇØ�Û-ÐÒÆÙ�É×ö|ËVâ_Ì×ØÔÛ
Î|ËVÈ-ÐÒØ�Õ�ÄNÌ�Ë�ÛäÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�ÕNÓÔË�Ì×ÓÔÄ�ÌåÑÔØÚè$Ì�Ë$ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕNË�Õ|ËVÌPè�Å�É�Ö�ÄØ�êIÔ�Æ�Ä�Û�ÙØjÔ�Ø.-ÚÓ�ÆÙØÃÈ-Ì�Ë�ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�â_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØ Ø�Å-Æ�â_ÛäØÃÈYÔ�ØÃÈqè$Õ�Æ�ÄÁÔ�Ø�Ë�ÄNÌåØ
Ó�Æ�ÐYÎkÆ�ÈäÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅqÙØ±Ì�æ ØÃÈÇÈÇØ�ÄÈÔà
Àeö_Õ.Ù�ØuÔ�Æ�Ä�ÛmË�É�ÙØÃÈ Ù_Ë�Õ�ÛeÌ æéËVÕ|Ë�Ìåè�ÛäØ$Ù�ØÔÛqÈÇÑ�ÛÇÄ�ÌåÅóË�ÅÊÛÔê|ÕÆ�Ä_Û-ÅÊÈ�Ë�õ�Æ�Õ�Ûmè6Ì�æ É�ÛÇÛÇÄ�Ø$Ù�Ä�ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�ÌUÌåØ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø�Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇÑ�êkÌ�Ë6ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%Ø�ë_ËVÓ�ÅÊØ�ê
Ì�ËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�ÌåÑÔØ�ê_Ì æ ØÔÈÇÈÇØÔÄÈmË�â|ÛäÆ�Ì×Ä�Ø<Ø�ÅeÌ æ ØÃÈÇÈÇØÔÄ�È-ÈÇØÔÌ�Ë�ÅÊÉPÔ�Ø�à
¹tØ�ðvØÔÄ�ÙØ.ÙÆ�Õ�ÕÑÔØÔÛ6Ë�ÛÇÛÇÆÓÃÉåÑ.è�ÓÃØ%º-üiØÔÛäÅ6Ì æéË�È�Ó�òÑ�Å èÎkØ%ÙØ�Û ðoØ�Ä\ë�ÙØ.ÙÆ�Õ�ÕÑÔØÔÛYÙØ%ÐYÑÔÓÔË�Õ�É�Ö�ÄØ.ÙØÔÛÒÜ|Ä�É×Ù�ØÔÛ�ýyÆ�Õ�Ó�Æ�Õ�ÛvÅÊÈÊÄ_ÉçÅJÌåØ
ÐJËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø è±Ì�æéË�É�ÙØ ÙØÔÛ1Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄÈÊÛ1ÓÔÌ�Ë�ÛÇÛÊÉ×Ö\ÄØÔÛMÙØ Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���Ø�ê�Î_Ä_É×ÛMÌåØ ÐÒÆÙïÔÌ×ØmìmÀ � ûv·c»-¾v´\ºeúkÎ<·M´6ËjÔ�ØÔÓ�t��624�kà � É×ØÔÕ�Õ�ØÔÕ�Å�ØÔÕ�ÛÇÄ_ÉçÅÊØÌ�Ë�Ù�ØÔÛÇÓ�È�ÉåÎÅ�É×Æ�Õ�Ù�ØÔÛ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û±è�Ì�æéË�É×Ù�ØYÙØj��x��4�.Ø�Å±Ì�Ë�ÈÇÑÔÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ËjÔ�ØÔÓÒÌ�ËJÎ�ÈÇÆÓ�Ñ�Ù�ÄÈÇØj���4�4H|àUúmÕ�ÅÊØÃÈÊÐ6É×ÕØYÙØYñôË�õÃÆ�Õ&ÓÔÌ�Ë�ÛÇÛÊÉ×Ö\ÄØ
Î|ËVÈeÌåØÚÎkÆ�ÛvÅÇ¾ ÅÊÈ�Ë�ÉåÅÇØ�ÐÒØÔÕ�ÅqÙØÔÛ-ÈÇÑÔÛÊÄ�ÌçÅóË�Å�ÛÃà
ì$æ òÑÔÛÊÉçÅÊØ.-±ÙÆ�Õ�Ó ÎkË�Ûqè�Ñ�Å�Ä_Ù�ÉåØÔÈqÓ�Ø-ðoØÔÄ%ÙØ±ÙÆ�Õ�ÕÑÔØÔÛeËVö_Õ�Ù~æ Ø�Õ�Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÕ�Ù�ÈÇØ ÅÊÆ�Ä�Û-Ì×ØÔÛ-ÈÇÆ�Ä_Ë���ØÔÛÃà
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¹tØÚÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØ<ÎkØ�Ä\Å�O�ÅÊÈÇØÚÐJË�É×Ì�ÌåÑÚØÔÕ�ÄÅ�É×Ì�É×ÛÊË�Õ�ÅeÌ×ØÔÛ-ÑÔÌåÑ�ÐÒØÔÕ�ÅÊÛ¦��ÑÃÆ�ÐÒÑ�ÅÊÈÊÉ�Ö�Ä�ØÔÛ-ÛÊÄ�ÉåÔ�Ë�Õ�Å�ÛÚý
.
ØÔÕ�ÿ�á�ê_Ù�ØÔÛMÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��ÌåØ�Û�Æ�Ä%ÙØÔÛqÖ�Ä_Ë�ÙÈóËVÕ���ÌåØÔÛXç

.
ØÔÕ.½Vá�ê_Ù�ØÔÛMÅÊÑ�ÅÊÈ�ËVï�ÙÈÇØÔÛÔê�ÙØÔÛ-Î�ÈÊÉ�ÛÇÐYØÔÛ�Æ�Ä�Ù�ØÔÛqòØ�ë�ËVï�ÙÈÇØÔÛÔà

üLÆ�ÄÈSÄ�Õ�ØqÙ�É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�ÕYÛÇÎ|Ë�Å�É�Ë�Ì×ØqÙØqÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�ÕYÙØqÌ�Ë Óóò_Ë�ÌåØ�ÄÈcÎ|ËVÈcÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�Ûyö_Õ�É�Û��*ÐÒÑ�Å�òÆÙØqÙØnÉ<Ë�Ì×ØÃÈ��É×Õl�îØ�ÅSØÔÕYÄ\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Õ�Å
Ì×ØÔÛ1Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�Å�Û1ö|Õ�É×ÛMÎkÆ�Ìåè�ÕÆ�ÐYÉ�Ë�Ä\ë�ÙØ ¹UË���È�Ë�ÕF��Ø ÙØ Î_Ì×Ä_Û1â|Ë�Û�ÙØj��ÈÇÑ<ËVö_ÕNÙ�æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐYØÃÈ�Ä�ÕØ ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�ÕNÓ�Æ�Õ�Å�É�Õ�ÄØ�êÉ×Õ�ÅÇÑ7��È�ËVâ_ÌåØ Ø�Åqè
ÙÑÔÈÊÉåÔ�ÑÃØ É×Õ�ÅÇÑ7��È�ËVâ_ÌåØ�ê�Ì×ØÔÛ�Ô�Ë�ÌåØ�ÄÈÊÛ1Ó�Ë�Ì×ÓÃÄ_ÌåÑÃØ�Û1Ó�Æ�ÈÇÈÇØ�ÛäÎkÆ�Õ�ÙØ�Õ�Å-èÚÌ æ ËVÎ_Î�ÈÇÆ�ëÉ�Ð6Ë�Å�É×Æ�ÕJÙ�ØmÌ�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ ËVÄë6ÛäÆ�Ð6ÐÒØ�Å�ÛSÙØ�ÛSÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�ÛÃà
À�Ì�æ É�Õ�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÄÈ�Ù�æ Ä�Õ6ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�ê\Ì�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØeØÔÛäÅ1Ñ=Ô�Ë�Ì�ÄÑÃØmÎ|ËVÈMÉ×Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕJÙØÔÛØÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ1Ù�ØmÌ�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ Ë�Ä\ë6ÛÇÆ�ÐYÐÒØÃÅÊÛ1ÙØ
Ì æ Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�ÅeÓÃÆ�Õ�ÛÇÉ�ÙÑÃÈÇÑ�ê�Ì×ØÔÛqñ�Æ�Õ_ÓóÅ�ÉåÆ�Õ�ÛqÙ�æ É×Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕNÑÃÅ�Ë�Õ�ÅeÌåØÔÛ-ÎkÆ�Ìåè�ÕE`�ÐÒØ�Û-ÙØ±¹UË���È�Ë�ÕF��Ø�à
¹Sæ Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�Å-ÅÊÈÊÉ�Ë�Õ���Ä_Ì�Ë�É×ÈÇØÚÙ�Ø<Î_Ì�Ä�Û-â|Ë�ÛqÙØj��ÈÇÑ$Ë±ÅÊÈÇÆ�É�Û-ÛÇÆ�ÐYÐÒØ�Å�ÛÔà�¹UË$ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈóË�Å�Ä�ÈÇØ Ø�ÛvÅeÙÆ�Õ_Ó<Ó�Æ�Õ�Õ\ÄØÚÎ|ËVÈÚý

T (x, y) = a+ bx+ cy

Æ
,
a
ê
b
Ø�Å
c
ÛäÆ�Õ�Å�ÅÊÈÇÆ�É×Û�Ó�Æ�Õ_ÛvÅóË�Õ�ÅÊØÔÛ�ÙÑÃÅÇØÔÈÊÐYÉ�ÕÑÃØÔÛ-è$Î|ËVÈäÅ�ÉåÈ-Ù�ØÔÛhÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ�ÙØÚÌ�Ë±ÅÊØÔÐÒÎ�ÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ<Ë�Äë�ÛäÆ�ÐYÐYØ�Å�ÛMÙØÚÌ�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�à_ú ÕNÕØ

ÎkØ�Ä\ÅeÙÆ�Õ�ÓÚÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈqÙ�ØÚñôË�õ�Æ�Õ�Ø�ë_Ë�ÓóÅÊØÚÖ�Ä�ØÚÙ�ØÔÛ-ÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�ÛqÌ×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØÔÛeèÒÌ�æéË�É×Ù�ØÚÙ~æ Ä_Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØÚÓ�Æ�Õ_ÛvÅ�ÉçÅ�ÄÑ±ÙØ<ÅÇÈÊÉ�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛ-Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ÛÃà
»qØÔÛäÎkØ�ÓóÅ�ÉåÔ�ØÔÐÒØ�Õ�Å�ê_Ù_Ë�Õ�Û-Ì×Ø±ÓÔË�Û-Ù�ØÚÖ�Ä|Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛqÌ×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØÔÛÃê_Ì�Ë$ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ<ØÔÛvÅeÓ�Æ�Õ�Õ\ÄØÚÎ|ËVÈÚý

T (x, y) = a+ bx+ cy + dxy

Æ
,
a
ê
b
ê
c
Ø�Å
d
ÛäÆ�Õ�Å<Ö�Ä|Ë�ÅÇÈÇØYÓ�Æ�Õ�ÛvÅóË�Õ�ÅÇØ�ÛmÙ�Ñ�ÅÊØÃÈÊÐYÉ�ÕÑÃØÔÛ<èJÎ|ËVÈäÅ�É×È Ù�ØÔÛdÔ�Ë�ÌåØ�ÄÈÊÛ<ÙØÒÌ�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØYËVÄë�ÛäÆ�Ð6ÐÒØ�Å�ÛmÙØYÌ�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�à

´�Ø�Ä�ÌåØ�ÛcÌ×ØÔÛcÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�Ûyâ|É×Ì�É×ÕÑ�Ë�ÉåÈÇØÔÛSÛäÆ�Õ�ÅSÙ�Æ�Õ�Ó�Ñ=Ô�Ë�Ì�ÄÑÃØÔÛcØ�ë_Ë�ÓóÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅSÌ×Æ�ÈÊÛÇÖ\ÄØqÌ×ØqÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø-ØÔÛvÅ1Ó�Æ�Õ�ÛäÅÊÉåÅ�ÄÑqÙ�ØqÖ�Ä|Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛcÌ×É�ÕÑ�Ë�É×ÈÇØÔÛÃà
¹tØÔÛtÈÇÑ�ÛÇÄ�ÌåÅóË�ÅÊÛUÆ�â�ÅÊØÔÕ�Ä�ÛUØÔÕ$Ä\Å�É×Ì�É×Û�ËVÕ�ÅOÌ�ËqÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ±â_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØ1Ù�Ø1Ì æ ÑÔÖ�Ä|Ë�Å�É×Æ�Õ±Ù�Ø1Ì�ËqÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈLÎkØÃÈÊÐÒØÃÅÇÅÇØ�Õ�ÅOÙØ1Ó�Æ�Õ�ö�ÈÊÐÒØÔÈLÓ�ØÔÛtÈÊÑÔÛÇÄ�ÌåÅóË�Å�ÛSý
Ì�Ë�ÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�ÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ÑÃØ±ËjÔ�ØÔÓ<Ä_Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ø<ÈÊÑj��Ä�Ì×É×ØÃÈqÙØÚÖ\Ä_Ë�ÙÈ�Ë�Õ���ÌåØÔÛqÌ×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØÔÛ�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅqÙ�Ø<ÈÇØ�ÅÊÈÇÆ�ÄFÔ�ØÃÈqÌ�Ë�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%Ë�Õ_Ë�Ìåè\Å�É×Ö\ÄØ«� è
Ì�Ë$Î�ÈÊÑÔÓÃÉ�ÛÇÉåÆ�Õ�ÐJËVÓóò�É�ÕØ<Î�ÈÇïÔÛZ�/Ë�ÌåÆ�ÈÊÛ-Ö\Ä�æ Ä�ÕØ<ØÃÈÇÈÊØÔÄÈ�Ø�ÛvÅqÓ�Æ�Ð6ÐYÉ×ÛÇØÚËjÔ�ØÔÓ<Ä�Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÚÓÃÆ�Õ_ÛvÅ�ÉçÅ�Ä�Ñ<ÙØ ÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��ÌåØÔÛ-Ì�É×ÕÑ�ËVÉ×ÈÇØÔÛBã�µOÉ9�?� äóà
¹tÆ�È�ÛÇÖ�Ä�ØqÌåØqÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØqÙØqÖ\Ä_Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛyØ�ÛvÅ1Ö�ÄØ�Ì×Ó�Æ�Õ_Ö�ÄØ�ã É�à Ø�à�ÌåØÔÛcÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�ÛcÕØqÛÇÆ�Õ�ÅcÎkË�ÛcÙØÔÛyÎkËVÈ�Ë�Ì×Ì×ÑÔÌåÑÔÎ_ÉåÎkï�ÙØÔÛ-ä�ê�Æ�ÕÒÎ�ØÔÄ\ÅSÆ�â_ÛäØÃÈYÔ�ØÃÈ
Ö\ÄØ6Ì�ËNÎ�ÈÊÑÔÓÃÉ�ÛÇÉåÆ�Õ�Óóò�ÄÅÇØYÎ|Ä�É×ÛÊÖ�Ä�Ø6Ì�æ ØÃÈÊÈÇØÔÄÈ±Ó�Æ�ÐYÐ6É×ÛäØYØÔÛäÅ±Ù�Ä�ÐjO�ÐÒØÒÆ�ÈÊÙ�ÈÇØYÖ\ÄØ6ÓÃØÔÌ×Ì×ØYÆ�âÅÊØÔÕ\ÄØJËjÔ�ØÔÓYÄ�Õ
Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÒÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��Ä_Ì�Ë�ÉåÈÊØ�à
Í1Ø�ÅÇÅÊØ�ØÃÈÇÈÊØÔÄÈ<Õ~æ Ø�ÛvÅ<Î|Ë�Û Ì�ÉåÑÔØYË�Ä&ÙØj��ÈÇÑÒÙ�ØÔÛ ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�Õ_Û Ù�æ É�Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ&Ð6Ë�É×ÛÚèJÄ_ÕØÒØÃÈÇÈÇØÔÄ�È ÓÃÆ�ÐYÐYÉ�ÛäØÒÌåÆ�ÈÊÛ<ÙØYÌ�æ Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä|Ë�Å�É×Æ�Õ&ÙØÔÛ
Ó�Æ\ØÃí6ÓÔÉåØÔÕ�Å�ÛeÙ�Ø$Ì�Ë6ÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø±Ø�Å Ù_Ä.ÛÇØÔÓ�Æ�Õ�Ù�ÐÒØ�Ð±â�ÈÊØ±Î|ËVÈmÙØ�Ûeñ�Æ�ÈÊÐ�Ä�Ì×ØÔÛmÙØ$Ö\Ä_Ë�ÙÈ�Ë�Å�ÄÈÊØ$Ù_Ë�Õ�ÛmÌ×Ø$Ó�ËVÛmÙØ�Ö�Ä|Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛmÙÑÔñ�Æ�ÈÊÐYÑÔÛÃà
Àeö_Õ%ÙØÚÈÇÑÔÙ�Ä_ÉåÈÇØ±Ó�Ø�ÅÇÅÊØ<ØÃÈÇÈÊØÔÄÈÔê_É×ÌtÛÇÄíÒÅeÙØ±Ó�Æ�Õ�ÛäÅÊÈÊÄ�ÉåÈÊØÚÙØÔÛqÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛqÓ�Æ�Õ�ÅÇØ�Õ_Ë�Õ�ÅeÙØ�Û�ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�Û-ÎkØÔÄ�Ù�ÑÔñ�Æ�ÈÊÐYÑÔÛÃà
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Ñ à Ñ à Ê  À=���bÃ��Á�������Â
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¹LË�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛÊÉ×Õ\Ä�ÛäÆ�á Ù|Ë�ÌåØ$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØqÔ�Ë�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊÈÇØÚÙ�æ Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä�ØÃÈqÌ æ Æ�ÈÊÙÈÇØÚÙ�ØÚÓ�Æ�Õ Ô�ØÃÈe��Ø�Õ�Ó�Ø±Ù�Ä%ÛÇÓóòÑÔÐ6Ë�ØÔÕ�ØÔÛÇÎ|Ë�Ó�Ø�à
·SÕJØjÝkØ�Å�ê\ÓÃØ�ÅÇÅÇØ ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Õ�æ Ñ�ÅóË�Õ�ÅMÎ|Ë�Û1â_É×Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�êÖ�ÄØ�ÌkÖ�Ä�ØmÛÇÆ�ÉçÅ�Ì×ØeÅ è\ÎkØ Ù�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�ÛMÄ\Å�É×Ì�É×ÛÇÑÔÛÃê\Æ�Õ�Ó�Æ�ÐYÐÒØÃÅ1Æ�â_Ì�ÉP��Ë�ÅÊÆ�ÉåÈÇØ�ÐÒØÔÕ�ÅMÄ_ÕØ
ØÃÈÊÈÇØÔÄÈqÙ~æ É�Õ�ÅÊØÃÈÊÎkÆ�Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�àkÍ1ØÃÅäÅÊØ<ØÔÈÇÈÇØÔÄÈÔê_ÕÆ�ÅÊÑÃØ

ε
ê�ØÔÛäÅ-Î_ÈÇÆ�ÎkÆ�ÈäÅ�ÉåÆ�Õ�Õ�ØÔÌ×Ì×Ø$ËVÄ�Î|Ë�ÛqÙ�Ä�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���Ø

∆x
èÒÄ_ÕØ±Ó�ØÃÈäÅóË�É×Õ�Ø<Î_Ä�É�ÛÇÛ�Ë�Õ�Ó�Ø6ý

ε = a∆xpÆ
,
a
Ø�ÛvÅeÄ�ÕØ±Ó�Æ�Õ�ÛäÅóËVÕ�ÅÊØ<Ø�Å

p
Ì æ Æ�ÈÊÙÈÇØÚÙ�ØÚÌ æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�Å�É×Æ�Õ�à

·SÕNÎ_ÈÇØÔÕ_Ë�Õ�ÅeÌåØ±ÌåÆ6��ËVÈÊÉåÅÊò_ÐÒØÚÙØ±Ó�Ø�ÅÇÅÊØÚØ�ë\Î�ÈÊØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ�ê�Æ�Õ�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�Å
log ε = log a+ p log ∆x¹tØÒÌåÆ6��ËVÈÊÉåÅ�ò�ÐÒØÒÙ�Ä�Î|Ë�Û Ù�Ä&Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÒØ�ÅÚÌåØYÌåÆ6��ËVÈÊÉçÅ�ò�ÐYØÒÙØYÌ�æ ØÃÈÇÈÇØÔÄ�È<ÛäÆ�Õ�ÅÚÙÆ�Õ_Ó�Ì×É×ÑÔÛ Î|ËVÈ<Ä�Õ�Ø�ÈÇØÔÌ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ê�Ì�ËJÎkØ�Õ�ÅÊØYÙØÒÌ�Ë

ÙÈÊÆ�ÉåÅÊØ<Æ�âÅÊØÔÕ\ÄØ±ÙÆ�Õ�Õ|ËVÕ�ÅeÌ�æ Æ�ÈÊÙÈÊØÚÙ�Ä%ÛÇÓ�ò�ÑÔÐ6Ëà_¹cæ ØÃÈÇÈÇØ�ÄÈ-ØÔÛvÅqÑ=Ô�Ë�Ì�ÄÑÃØÚØÔÕ%Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Õ�ÅmÌ�ËÒÕÆ�ÈÊÐYØ
L2 Ù�É×ÛÊÓ�ÈÇï�ÅÊØ�à

¹Sæ Æ�ÈÊÙ�ÈÇØ6ÙØ�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØ6Æ�âÅÊØÔÕ�Ä�Î�Æ�Ä�È±Ä_Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØJÙØYÅÊÈÊÉ�ËVÕ���ÌåØÔÛÚØ�Õ�ÈÇÑÔÛäÆ�ÌPÔ�Ë�Õ�Å�ÌåØ6Î�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØ6ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ6ØÔÛvÅ$Ù�ØNÿ�àé½�½Äã µOÉ9�
�6�	äóà
á<Ë�Õ�Û±Ì×ØJÓÔË�ÛÚÆ
,
Ì�Ë%ÛäÆ�Ì×ÄÅ�ÉåÆ�Õ
ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØYØÔÛäÅ±Æ�âÅÊØÔÕ\ÄØJÓ�Æ�ÐYÐYØ6ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�ÕPË�ÛKèÐÒÎ�ÅÇÆ�Å�É�Ö�ÄØJÙØJÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ
ÙØJÌ�Ë%Ó�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔêtÉ�ÌyØ�ÛvÅ
É�Õ�ÅÊÑÃÈÇØ�ÛÇÛÊË�Õ�ÅeÙØ ÅÊÈ�Ë�Ó�ØÔÈqÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ�ËYÙ�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø<Ø�Õ�ÅÊÈÇØÚÙ�ØÔÄ\ë�ÉåÅÇÑÔÈÇÑÔÛ�ØÔÕ%ñ�Æ�Õ�Ó�ÅÊÉ×Æ�Õ%Ù�Ä�Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØÚÙ�Ø<Î|Ë�ÛqÙØ<ÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔà|úmÕ¥Ô�Æ�ÉåÅeÉ�ÓÃÉ
Ä�Õ�Ø6Ù�É�ÐYÉ�Õ�Ä\Å�É×Æ�Õ&ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ïÃÈÇØ6Ù�Ä�ÈÇÑÔÛÊÉ×Ù�ÄÂã µOÉP����ÿ6ä�àLúmÕ&Æ�â|ÛäØÃÈKÔ�ØYÑj��Ë�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�Å±Ö\ÄØYÎ|Ì×Ä_ÛÚÌ×Ø6Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��ØYØ�ÛvÅ±ö_Õ�ê~Î_Ì�Ä�ÛÚÌ�Ë�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��Ø�Õ�Ó�Ø
ØÔÛäÅmÌåØÔÕ�ÅÊØ�à�Í1ØÔÌ�ËÒØÔÛvÅmÕÆ�ÈÊÐJË�Ì�à_¹tØ±ÛÊÓ�òÑÔÐJËÒÄÅ�É×Ì�É×ÛäÑ$É�ÓÃÉ~ØÔÛvÅeØ�ëÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à|¹tØÚÎ|Ë�ÛqÙ�Ø<ÅÊØÔÐYÎ_ÛqÙØ$ÛvÅóËVâ_É×Ì�ÉçÅÊÑ±ÎkÆ�ÄÈeÌ×Ø±ÐJËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø±Ì×ØÚÎ|Ì×Ä�Ûqö_Õ
ØÔÛäÅ-ÙÆ�Õ�ÓeÎ|Ì×Ä�Û�ñ�Ë�Éåâ_Ì×Ø Ö\ÄØ<Ó�ØÔÌ�Ä�É�Ù_Ä�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Øn��ÈÇÆ�ÛÇÛÊÉåØÃÈÔà\ûvÌ�ñôË�Ä\Å-ÙÆ�Õ_ÓeÎ_Ì�Ä�Û�ÙØmÎ|Ë�Û�ÙØmÅÇØ�ÐÒÎ_Û1ÎkÆ�Ä�È-Ë�ÅÇÅÇØ�É×Õ�Ù�ÈÇØ Ì�æ Ñ�ÅóË�Å-ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ
ËjÔ�ØÔÓÚÌåØ±Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÚö_Õ�à

Ñ à Ñ à Ñ ñ �ÁÀ7� ����Ö^�������Â
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����f� ¾ �IÀ

¹Sæ ØÃë\ÎkÑÃÈÊÉ×ØÔÕ�ÓÃØ±ËÒÐÒÆ�Õ�ÅÊÈÇÑÚÖ\Ä�æ É×Ì~ñ�ËVÌ�Ì�Ë�ÉåÅeÌ�ËVÉ�ÛÇÛÇØÃÈeèÒÌ�æ Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�ÅÊØÔÄÈeÌåØÚÛÇÆ�É×Õ%ÙØ<ÈÇÑ�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈqÛÇØÔÛ�Î�ÈÇØ�ÐYÉåØÔÈÊÛ�Î|Ë�Û-ÛÇØÔÄ�Ì à_À�ÅÊÈÇÆ�Î¥Ô�Æ�Ä�ÌåÆ�É×È¦��Ä�É�ÙØÃÈ
Ì×Ø<ÎkÑ�Ó�òØ�ÄÈÔê_É×ÌtÕ�æéËVÎ�Î�ÈÇØÔÕ_Ù�ðÇËVÐJË�É×Ûqè�Î5OÔÓ�òØÔÈÔà

R�wÁÀ ��[1fId bahUfipUlSZ
.
ámÑ�ÅÊØÃÈÊÐYÉ�ÕØÃÈMÌ�æ Æ�ÈÊÙÈÇØmÙØmÓ�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ_Ó�ØqÎ�Æ�Ä�È1Ä�ÕJÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØeÙØmÖ�Ä|Ë�ÙÈ�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛSØÔÕ6ÄÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Õ�ÅMÄ_Õ6ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØqÈÇÑ7��Ä_Ì×É×ØÃÈÔê�Î_Ä_É×Û1ÉåÈÊÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåØÃÈÔê
ËVö_Õ%ÙØÚÐYØÔÛÇÄÈÊØÃÈqÌ�æ ØjÝkØ�ÅmÙØÔÛ-ØÃÈÇÈÇØÔÄ�ÈÊÛ-Ù�æ É�Õ�ÅÊÑj��È�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�à

.
¶.ÆÙ�Éåö_ØÃÈqÌ×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì�É×Ð6ÉçÅÊØÔÛeèÒÌ�ËÒñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÔÈÇØÚÙ�Ä%ÙÆ�ÐJË�É×ÕØ$ËVö_Õ�Ù~æ É�ÐÒÎkÆ�ÛÇØÃÈqÄ�Õ�Ü_Ä\ë�à

.
þmÄØ±ÛäØÚÎ|Ë�ÛÇÛÇØ�¾ ÅÇ¾aÉ�Ì~ÛÇÉ�Æ�Õ î�Æ�Äâ|Ì×É×Ø	ïNÙ�æ É×ÐYÎkÆ�ÛäØÃÈqÌ×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛ�ª

.
À±à ·cÈÊÕ�ê'�V¾a¹càåÉ Ä�ØÃÈÊÐÒÆ�Õ_Ù�ê|·SÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Ûeö_Õ�É�Û$ýkº-òÑÃÆ�ÈÊÉ×Ø�ê�ËVÎ�Î_Ì�É×ÓÔË�Å�É×Æ�Õ_ÛÃê�ÐYÉ×ÛÇØ$ØÔÕ.Æ�Ø�ÄÁÔ\ÈÊØ�êk¶�Ë�Å�òÑÔÐJË�ÅÊÉ�Ö�Ä�ØÔÛkÂgÀqÎ_Î_Ì×É�ÓÔË�Å�ÉåÆ�Õ_ÛÃê � Æ�Ì½6!\êk´\Î�ÈÊÉ�ÕF��ØÃÈq·SÙ�à�êkÿV¼�¼�ÿ\à

.
Ímà À$àí��à µOÌ×Ø�Å�Ó�òØÃÈ�ê|Í1Æ�ÐÒÎ|Ä\ÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Ë�Ì�ºUØÔÓóò�Õ�É�Ö�Ä�ØÔÛqñ�Æ�ÈqµOÌ�Ä�É×Ù%ádè�Õ_Ë�ÐYÉ�ÓÃÛÃê � Æ�Ì×Ä_ÐÒØÌ��êk´�Î�ÈÊÉ�ÕF��ØÃÈ � ØÔÈÊÌ�Ë��6·SÙ�à�ê'���6Õ6Õà

.
¶Pà á�àíÉ<Ä�ÕE-Ãâ|ÄÈY��ØÃÈÔêtµOÉ�Õ�ÉçÅÊØ6Ø�ÌåØÔÐYØÔÕ�Å$ÐYØ�Å�òÆÙ�ÛÚñ�Æ�ÈuÔÉ�ÛÇÓ�Æ�Ä�Û±É�Õ�Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ6Ü�Æ3�eÛ6ýUË¥��Ä�É×Ù�ØYÅÇÆ�Å�ò�ØÃÆ�ÈKè�ê~Î�È�Ë�ÓóÅ�É×ÓÃØJË�Õ�ÙPË�Ì9��Æ�¾
ÈÊÉçÅ�ò�Ð6ÛÃê_À-ÓÔË�ÙØÔÐ6É×Ó<ücÈÇØÔÛÊÛ-·SÙ�à�ê^���6Õ6�\à

.
Ímà �mÉ×ÈÊÛÇÓóò�ê�ìmÄ�ÐÒØÔÈÊÉ×ÓÔË�ÌyÍ1Æ�ÐÒÎ|Ä\ÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ.Æ�ñyûvÕ�ÅÊØÃÈÊÕ|ËVÌOË�Õ_Ù�·yë\ÅÊØÃÈÊÕ_Ë�ÌLµOÌåÆ��eÛÃê � Æ�Ì×Ä_ÐÒØÎ��ê�µ|Ä�Õ�Ù|ËVÐYØÔÕ�ÅóË�Ì�ÛeÆ�ñcÕ�Ä_ÐÒØÃÈÊÉ�ÓÔË�ÌLÙ�É�ÛÇÓ�ÈÇØÃÅ�Éç¾
-�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�êEò�É×Ì×Ø=è�·SÙ�à�ê^����Õ6Õà

.
´kà � à üyË�ÅóË�ÕE��ËVÈÔê_ìmÄ�ÐYØÃÈÊÉ×Ó�ËVÌX�eØ�Ë�ÅeºUÈ�Ë�Õ�ÛÇñ�ØÃÈmËVÕ_Ù%µOÌ×Ä�É�Ù.µOÌåÆ3�±ê�´�ØÃÈÊÉ×ØÔÛqÉ�Õ�Í1Æ�ÐÒÎtà_¶.Ø�Å�ò�à|É×Õ.¶.ØÔÓ�ò~àkËVÕ_Ù%º-òØÃÈÊÐJË�ÌU´\Ó�à�ê��eØÔÐ6É×Ûä¾Î_òØÃÈÊØÚüSÄâtê'���6Õ�¼�à

.
ú$à üSÉåÈÇÆ�Õ�Õ�Ø�Ë�Ä�ê_µOÉ�Õ�ÉçÅÊØÚØÔÌ×ØÔÐÒØÔÕ�ÅeÐÒØ�Å�òÆÙ�Ûqñ�Æ�È-Ü_Ä_É×Ù�ÛÔêº��Æ�ò�Õ�ò"É�ÌåØ=è%·cÙ~à×ê^���6Õ6�à

.
üLàí��à »-Æ�Ë�ÓóòØ�êkÍ1Æ�ÐÒÎ_ÄÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ|Ë�Ì�µOÌ×Ä�É�Ù%ádèÕ|ËVÐ6É×ÓÔÛÃê��eØÃÈÊÐÒÆ�Û�Ë�üSÄâ_Ì à×ê|ÀmÌåâ_Ä_Ö�ÄØÔÈÇØÔÖ�Ä�Ø�ê^��� Ç�ÿ\à

.
º<à ¶+àé´ò�É×ò~ê_ìmÄ�ÐÒØÃÈ�É×ÓÔË�Ì^�eØ�Ë�ÅqºUÈ�Ë�Õ�ÛÊñ�ØÃÈ�ê|´\ØÃÈÊÉåØ�Û-É�Õ.Í1Æ�ÐYÎ~à�¶.ØÃÅ�ò�à_É×Õ%¶.ØÔÓóò�à|Ë�Õ_Ù�º-òØÃÈ�Ð6Ë�Ìt´\Ó�à×ê��eØÔÐ6É×ÛÇÎ_òØÃÈÊØÚücÄ�â~ê^���6Õ�È_à

.
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Solution exacte

ÅZÆÁÇZÈ Ç$É�´�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØÚâ_É�Ì×É�ÕÑ�Ë�ÉåÈÊØ

Solution exacte
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MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  3.13369E-15

VAL - ISO

A 2.54E-16
B 7.61E-16
C 1.27E-15
D 1.78E-15
E 2.28E-15
F 2.79E-15
G 3.30E-15
H 3.81E-15
I 4.31E-15
J 4.82E-15
K 5.33E-15
L 5.84E-15
M 6.34E-15
N 6.85E-15

MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  4.84309E-04

VAL - ISO

A 6.15E-05
B 1.84E-04
C 3.07E-04
D 4.30E-04
E 5.53E-04
F 6.76E-04
G 7.99E-04
H 9.22E-04
I 1.05E-03
J 1.17E-03
K 1.29E-03
L 1.41E-03
M 1.54E-03
N 1.66E-03

MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  1.22322E-03

VAL - ISO

A 9.07E-05
B 2.72E-04
C 4.53E-04
D 6.35E-04
E 8.16E-04
F 9.98E-04
G 1.18E-03
H 1.36E-03
I 1.54E-03
J 1.72E-03
K 1.90E-03
L 2.09E-03
M 2.27E-03
N 2.45E-03

Å�ÆNÇ�È �^É�¶�Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛ-Ø�ÅqØÔÈÇÈÇØÔÄÈÊÛeèÒÌ�æ Ñ�ÅóË�ÅeÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØ<Î�Æ�Ä�ÈqÌ�ËYÛäÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�ÕNâ|É×Ì�É×ÕÑ�ËVÉ×ÈÇØ
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MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  1.31564E−03

VAL − ISO
> 0.00E+00
< 2.94E−03

 2.30E−05

 1.61E−04

 2.99E−04

 4.37E−04

 5.75E−04

 7.13E−04

 8.51E−04

 9.89E−04

 1.13E−03

 1.26E−03

 1.40E−03

 1.54E−03

 1.68E−03

 1.82E−03

 1.95E−03

 2.09E−03

 2.23E−03

 2.37E−03

 2.51E−03

 2.64E−03

 2.78E−03

 2.92E−03
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Relation Precision / Finesse du maillage
Schema explicite - Elements triangulaires

Pente = 2.33
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Histoire de l’erreur
Calcul explicite avec un maillage triangulaire

Dx = 0.2 Dx =0.1 Dx = 0.066 Dx = 0.05
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¹tØÔÛ ÛÇÓóòÑÔÐJË�Û Õ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ×Ö\ÄØÔÛ<ÙÆ�ÉPÔ�ØÔÕ�Å·OÃÅÇÈÊØYËVÙ|ËVÎÅÊÑÔÛ ÛÊÄ�ÉåÔ�Ë�Õ�Å±ÌåØYÕÆ�Ð$â�ÈÇØÒÙØÒüLØÔÓÔÌåØ�Åk�)Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØYË�Ù_É×ÐÒØ�Õ�ÛÇÉ×Æ�Õ�ÕØÔÌOÓ�ËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈÊÉ×Û�Ë�Õ�ÅÚÌåØ
È�ËVÎ�Î�Æ�ÈÇÅÚÙ�Ä�ÅÊØÔÐÒÎ_Û<ÓÔËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈ�É×ÛvÅ�É�Ö�ÄØYÙ�ØYÌ�ËNÓ�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�Õ
Ë�Ä�ÅÇØ�ÐÒÎ_Û<ÓÔËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈÊÉ�ÛvÅ�É�Ö�ÄØYÙØYÌ�Ë�Ù_ÉPÝ�Ä_ÛÇÉ×Æ�Õ~à�¹tØÒÓÔË�ÛmÅÊØÔÛäÅÚÙ�ÉåÅÚÙØ�´\ÐYÉåÅ�ò
Ø�Åu�mÄ\ÅÇÅÊÆ�Õ�ê�Î�ÈÇÆ�ÎkÆ�ÛÇÑYè�Ì æ Æ�ÈÊÉ9��É×ÕØYÙ_Ë�Õ_Û Ì×ØÒÓÔË�Ù�ÈÇØÒÙ~æ Ä_Õ¸�MÆ�È��ÛÇòÆ�ÎtêkØ�ÛvÅÚÉ�Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛÊË�Õ�Å<Ù|Ë�Õ�Û Ì�Ë�ÐÒØ�ÛÇÄÈÇØ�Æ
,&Ù�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ�Å�Û<ÕÆ�Ð±â�ÈÊØÔÛ ÙØ
üLØÔÓÔÌåØ�ÅeÆ�Õ�ÅqÑ�ÅÊÑ<ÑÃÅÊÄ_Ù�ÉåÑ�ÛZ�/ÙØ

10
è

106 � ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅóË�Õ�ÅmË�É×Õ�ÛÊÉ~ÙØÚÓÃÆ�ÄFÔ\ÈÊÉ×ÈqÄ_ÕØ±Ì�ËVÈY��Ø|��Ë�ÐYÐÒØÚÙ�ØÚÛÇÉåÅ�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÔà

Àqw�� ��[1les^+*1lqpts
¹tØNÓÔË�Û±ÅÊØÔÛäÅÒÙØ.´\Ð6ÉçÅ�òPØ�ÅÌ�mÄ\ÅÇÅÊÆ�Õ
ÅÊÈ�Ë�ÉçÅÊØNÙ�ÄPÅÊÈ�Ë�Õ�ÛäÎkÆ�ÈäÅYÙ�æ Ä�Õ+ÛÊÓÔË�Ì�Ë�É×ÈÇØ�Î|Ë�ÛÊÛÇÉ�ñqË�Ä+ÛÇØÔÉ×Õ�Ù�æ Ä�Õ+ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�ÅÒÎ|ËVÈÒÓ�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�ÕPØÃÅ
Ù�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÆ�Õ�à|¹cæ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%ÙØ±Ì�ËYÓ�Æ�Õ�Ó�Ø�Õ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Ù�ØÚÓ�Ø<ÅÊÈ�Ë�Ó�ØÔÄ�È-ØÔÛvÅeÙÆ�Õ�Õ�Ñ<ÎkË�È

∂c

∂t
+ ~u.∇c = ν∆c

Æ
,
c
ÙÑ�ÛÇÉP��Õ�Ø6ÌåØJÛÇÓÔË�Ì�Ë�ÉåÈÇØYÎkË�ÛÇÛÇÉ�ñcÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇÎkÆ�ÈäÅÇÑ©�

c
Î�ØÔÄ\Å±ÈÇØÃÎ�ÈÇÑ�ÛäØÔÕ�ÅÊØÃÈÚÌ�Ë�ÅÊØÔÐÒÎkÑÃÈóË�Å�Ä�ÈÇØ�ê~Ä�ÕØJÓ�Æ�Õ�Ó�ØÔÕ�ÅÊÈ�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�êUéjêSë	ìjç

~u
Ì�ËÎÔ�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ

ã
m/s

äCç
ν
Ì�ËJÙ�ÉPÝ�Ä�ÛÇÉPÔÉåÅÊÑ¥ã

m2/s
äóàk¹tØ$Ù�Æ�Ð6Ë�É×Õ�Ø

Ω
êkÛÊÉåï7��Ø�Ù_Ä%ÅÇÈóËVÕ_ÛäÎkÆ�ÈäÅ�ê|ØÔÛvÅ<ÙÑÃö_Õ_ÉtÎ|ËVÈ

Ω = {(x, y), (x, y) ∈ [−1, 1] × [0, 1]} à¹tØÚÓ�ò|ËVÐYÎ%ÙØ|ÔÉåÅÊØÔÛÇÛÇØ
~u
Ø�ÛvÅeÓ�Æ�Õ�Õ\ÄNØ�ÅeÓÃÆ�Õ�ÛvÅóË�Õ�ÅeÙ_Ë�Õ_Û-Ì×Ø ÅÊØÔÐYÎ_Û<ý

~u(x, y) = 2y(1− x2)~Ix − 2x(1− y2)~Iy
¹tØeÜ|Ä�É×Ù�ØmÎkÑÔÕ�ï�ÅÊÈÇØ ÙÆ�Õ�Ó Ù_Ë�Õ�ÛMÌ×Ø ÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØmÎ|ËVÈ�Ì�Ë±â|Ë�ÛäØæã Ù�ÄNÓ�Æ�ÅÇÑn��Ë�Ä�ÓóòØ	äcØ�Å-ÛäÆ�ÈäÅMÑj��Ë�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�ÅMÎkËVÈMÌ�Ë±â|Ë�ÛäØæã Ù�Ä�Ó�Æ�ÅÊÑ ÙÈÇÆ�ÉåÅ=ä�à¹~ØÔÛ
Ë�Ä\ÅÊÈÇØ�Û-Ó�Æ�ÅÊÑÔÛ-ÛÇÆ�Õ�ÅeÉ×ÐYÎkØÃÈÊÐYÑ�ËVâ_Ì×ØÔÛÃà
¹Sæ Æ�â�ðvØ�ÅeÙ_Ä���Æ�Èe�\ÛÇò�Æ�Î%Ñ�ÅóË�ÉçÅmÙØ$ÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈeÌ�ËYÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ.ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ$ÙØ±ÓÃØÚÎ�ÈÊÆ�â|ÌåïÔÐYØÚÎkÆ�ÄÈeÄ_Õ�Î_ÈÇÆ�ö_ÌtÙØ$Ó�Æ�Õ�Ó�Ø�Õ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ%É�ÐÒÎkÆ�ÛÇÑ
ØÔÕ�ØÔÕ�ÅÇÈÇÑÔØ�à_¹UËÒÓ�Æ�ÐYÎ|ËVÈ�Ë�É×ÛÇÆ�ÕNÎkÆ�ÈäÅÊØÚÛÇÄÈeÌåØÚÎ�ÈÇÆ�ö_Ì~ÙØ±Ó�Æ�Õ�ÓÃØÔÕ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ.è�Ì�ËÒÛÇÆ�ÈäÅ�ÉåØÚÙ�Ä%ÙÆ�ÐJË�É×ÕØ�à
ûvÕ�ÉåÅ�É�Ë�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�Å�êLÌ�Ë�Ó�Æ�Õ�Ó�Ø�Õ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�ÕPØÔÛvÅÒÉ�ÙØÔÕ�ÅÊÉ�Ö�Ä�ØÔÐÒØÔÕ�ÅÒÕ\Ä�Ì�ÌåØNÙ|ËVÕ_Û

Ω
àL¹tØÔÛ$ÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛÒË�Ä\ëPÌ�É×ÐYÉåÅÊØÔÛ$ØÔÕ+Ó�Æ�Õ�Ó�Ø�Õ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�ÕPÛÇÆ�Õ�ÅÒÌ×ØÔÛ

ÛÊÄ�ÉåÔ�Ë�Õ�ÅÊØ�Û<ý
c(x, 0) = 1 + tanh[10(2x+ 1)]

Î�Æ�Ä�È
x ∈ [−1, 0]

ã�ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØÚÜ_Ä�É�ÙØ	ä
c(x, y) = 1− tanh 10

ÛÇÄ�ÈqÌåØÔÛqÓÃÆVÅÊÑÔÛqÉ×ÐYÎkØÃÈÊÐÒÑ�Ë�â|ÌåØÔÛ¦��Ë�Ä�Ó�òØ�ê_ÙÈÇÆ�ÉçÅqØÃÅeò_Ë�Ä\Å�àüLÆ�ÄÈYÌ�Ë�Î|ËVÈäÅ�ÉåØ%ÙØ�Ì�Ë�ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�É×ïÃÈÇØNÎkËVÈÒÌ�Ë�Ö�Ä�ØÔÌ×Ì×Ø%ÌåØNÜ|Ä�É�ÙØ�ÛÇÆ�ÈäÅYÙ�Ä�ÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØ�êOÆ�Õ�Ì�Ë�É�ÛÇÛäØ.Ë���É×ÈYÌåØ�ÛÒÓ�Æ�Õ�Ù_ÉçÅ�É×Æ�Õ_ÛYË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛÒÙ_ÉçÅÊØÔÛ
Õ_Ë�Å�ÄÈÊØÔÌ×Ì×ØÔÛÚý_Æ�Õ%ÕØ±ñ�Ë�ÉçÅeÈÊÉåØÔÕ~à|üUÆ�Ä�ÈqÌ×ØÚÜ_Äë�Ù�É9Ý�Ä�ÛÊÉ×ñOÓ�ØÔÌ�ËÒÈÇØ=Ô�ÉåØÔÕ�Å èÒÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇØÃÈqÄ_Õ�Ü_Ä\ë%Õ�Ä_Ì�à|üLÆ�ÄÈeÌåØ±Ü_Ä\ë%Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É�ñaê_Æ�Õ�âkÑÔÕ�ÑÃö_ÓÃÉ×Ø
Ù�ÄJÓÔËVÈ�Ë�ÓóÅÊïÃÈÇØqÎ|ËVÈ�ËVâkÆ�Ì�É×Ö\ÄØeÙ�ØeÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�ÕJÙØ-ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇÎkÆ�ÈäÅ1Ó�Æ�Õ Ô�ØÔÓ�ÅÊÉPÔ�Ø±ý�É×Õ_ÙÑÃÎkØ�Õ�Ù_Ë�Õ�Ó�ØmÙ�Ä6Ü_Ä\ë6Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É�ñ~ËVÄëYÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛcØ�ÕJËjÔ�Ë�Ì
ÙØeÌ æ Ñ�Ó�Æ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅÔà\úmÈÔê�Ì×Ø-Ü|Ä\ëYÙ�É9Ý�Ä�ÛÇÉ�ñkØÔÕ6ÛäÆ�ÈäÅ�ÉåØqÙ_ÄYÙ�Æ�ÐJË�É×ÕØqÙ�ØqÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì�ØÔÛäÅSÈ�ËVÈÇØÔÐÒØ�Õ�ÅSÕ\Ä�Ì à�ámØqÓÃØqñôË�ÉåÅSÆ�ÕYÉ×Õ�ÅÊÈÇÆÙ�Ä�ÉåÅ1ÛäÆ�ÄÁÔ�ØÔÕ�ÅSÄ_ÕØ
ØÃÈÊÈÇØÔÄÈqØ�Õ%Ì�ËVÉ�ÛÇÛ�Ë�Õ�Å Ë���ÉåÈeÌ×ØÔÛeÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛmË�Ä\ë%Ì�É×ÐYÉåÅÊØÔÛqÕ|Ë�Å�Ä�ÈÇØÔÌ×Ì×ØÔÛÔà�úmÕ.ÙÆ�ÉçÅeÈÇØÔÐJËVÈÊÖ�Ä�ØÃÈeÖ�ÄØ±Î_Ì�Ä�ÛeÌ�ËYÓ�Æ�Õ Ô�Ø�ÓóÅ�ÉåÆ�Õ%ØÔÛäÅeÙ�Æ�ÐYÉ×Õ|Ë�Õ�ÅÊØ�ê
Î_Ì�Ä�Û6Ì�æ ØÃÈÇÈÇØ�ÄÈ6Ó�Æ�ÐYÐYÉ�ÛäØ�ØÔÛvÅJÐYÉ�Õ�É�ÐÒØ�Ø�ÅYÈÊØÔÛvÅÊØ%ÌåÆÓÔË�Ì�É×ÛÇÑÃØ.Ë�Ä Ô�Æ�É×ÛÊÉ×Õ_Ë���Ø.ÙØ%Ì�Ë&ÛÇÆ�ÈäÅ�ÉåØ�à1Ímæ Ø�ÛvÅYÎkÆ�Ä�ÈÊÖ�ÄÆ�É�Æ�Õ�ÈÇÑ�Ë�Ì�É×ÛäØ%Î|ËVÈÊñ�Æ�É�ÛYÙØÔÛ
ÛÊÉ×Ð�Ä�Ì�Ë�Å�É×Æ�Õ_ÛYÛÇÄ�È6Ä�Õ�ÙÆ�ÐJËVÉ�ÕØ%Ù�Ø%ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�Ì�Î_Ì�Ä�ÛÒÑ�ÅÊØ�Õ�Ù�Ä�Ö�ÄØ.Ó�ØÔÌ�Ä�ÉqË�Î�ÈÊÉåÆ�ÈÊÉ-ÕÑÔÓÃØÔÛÇÛ�ËVÉ×ÈÇØ�à1úmÕ�ØÔÛÇÎkïÃÈÇØ%ÓÔË�Õ�ÅÊÆ�Õ�Õ�ØÃÈ6Ì�æ ØÃÈÊÈÇØÔÄÈ6Ì�ÉåÑ�è
Ì�Ë�Ó�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ&ÙØÒÛÇÆ�ÈÇÅÊÉ×ØÒÙ_Ë�Õ�Û<Ì�Ë_-ÃÆ�Õ�ØYË�ðoÆ�ÄÅÇÑÔØ�ê�ÌåØÔÛ ÎkÆ�ÛvÅÇ¾ ÅÊÈ�Ë�ÉåÅÇØ�ÐÒØÔÕ�ÅÊÛmÑ�ÅóË�Õ�Å<ÈÇÑ�Ë�Ì�É×ÛÇÑÔÛ Ä_Õ�É×Ö\ÄØÔÐYØÔÕ�ÅÚÙ|ËVÕ_Û Ì�Ë_-ÔÆ�ÕØÒÙ�æ É×Õ�ÅÊÑÃÈ�O�Å�ê�ØÔÕ
Ë�ÐÒÆ�Õ�ÅqÙØ±Ì�Ë©-ÃÆ�ÕØ$Ë�ðvÆ�Ä\ÅÊÑÃØ�à
¹Sæ É�ÐÒÎkÆ�ÛÊÉçÅ�ÉåÆ�Õ�Ù�ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÇØ�Û-ÐJË�È�Ö�ÄØÚÌ×Ø±ÙÑÃâ_ÄÅeÙØ±Ì�ËÒÓóòÈÇÆ�ÕÆ�Ì×Æ6��É×Ø�à
·SÕ&Ó�ò�Æ�É�ÛÇÉ�ÛÇÛ�Ë�Õ�Å±Ó�Æ�ÐYÐÒØ�Ô�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØYÙØÒÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØYÌ�Ë¿ÔÉåÅÊØÔÛÇÛÇØÒÐYÆ�è�Ø�Õ�ÕØ6è�Ì æ ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÔØ°ã

uref = 1
äóê�Ó�Æ�ÐYÐYØÒÌ×Æ�Õ���ÄØÔÄÈÚÙØÒÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØYÌ�Ë

ò_Ë�ÄÅÇØ�ÄÈcÙ�ÄÒÙÆ�Ð6Ë�É�ÕØuã
Lref = 1

ä�ê�Æ�Õ$Æ�â�ÅÊÉ×ØÔÕ�Å
Pe = ν−1 à�¹tØÔÛyÓÔË�ÛLÅÊÈ�Ë�ÉçÅÊÑÔÛyÓ�Æ�ÈÇÈÇØÔÛÇÎkÆ�Õ�ÙØ�Õ�ÅSè Ä�ÕÒüLØÔÓÔÌåØ�ÅcÑj��Ë�Ì�è<�Ô¼�êF�Ô¼�¼�ê�¿V¼�¼�ê
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w'x7y�z|{X}�n�~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

Æ�Ä
106 à_´É�ÎkÆ�ÄÈ-ÌåØÚüLØÔÓÃÌ×Ø�ÅqÌ×Ø Î|Ì×Ä�Û-ñôË�É×â_Ì×Ø<ÓÃÆ�Õ Ô�ØÔÓóÅ�ÉåÆ�ÕNØ�ÅqÙ�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÆ�Õ�ÛäÆ�Õ�ÅqÙ_ÄNÐjOÔÐYØmÆ�ÈÊÙ�ÈÇØ�ê_Ë�ÄNñ�Ä�È�Ø�Åeè�ÐÒØÔÛÊÄÈÇØ<Ö\Ä�æ É×Ì~Ë�ÄF��ÐYØÔÕ�ÅÊØ�êÌ�ËÒÓ�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�Õ%ÙØ=Ô�ÉåØÔÕ�ÅeÙ�Æ�Ð6É×Õ|ËVÕ�ÅÊØ�à

ú Õ.Ó�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ØÃÈ�Ë6Ì�Ë6ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ$ÛäÆ�ÉåÅmØÔÕ�ÅóË�Õ�Å Ö�Ä�Ø$Ì�É×Ð6ÉçÅÊØ�Ë�ÛKèÐYÎÅÊÆ�ÅÊÉ�Ö�Ä�Ø$Ù�Ä%Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØÚÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÉçÅÊÆ�É×ÈÇØk� Ø�Õ%Ø�ëÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ±ØÃÅ
ØÔÕ%É×ÐYÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÊØ«�/ÛÇÆ�ÉçÅeÙ�É×ÈÇØÔÓóÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅqØ�ÕNÈÇÑÔÛÇÆ�ÌåÔ�Ë�Õ�ÅeÌ×ØÚÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÚÛäÅóË�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
´\Ä_ÉåÔ�Ë�Õ�Å±Ì×ØÔÛnÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ<Ó�ÈÇÆ�É�ÛÇÛÊË�Õ�ÅÊØÔÛ Ù_Ä&ÕÆ�Ð±â�ÈÊØÒÙØYüLØÔÓÔÌåØ�Å�ê�Æ�Õ�Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØÃÈ�Ë�Ì×ØÒÈ�Ë�É×Ù�É�ÛÇÛÇØÔÐÒØ�Õ�ÅÚÙ_Ä�Î_ÈÇÆ�ö_ÌLØÔÕ&ÛÇÆ�ÈÇÅÊÉ×ØYÙ�Ä&ÙÆ�Ð6Ë�É×Õ�Ø�ê�Ó�Ø
ÙØÔÈÊÕ�É×ØÃÈ$ÑÃÅ�Ë�Õ�Å$ÅÊÈÇïÔÛ±Î_ÈÇÆ\ÓóòØNÙ�ÄPÎ�ÈÇÆ�ö_Ì1Ù�æ ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØ�ÎkÆ�ÄÈ�Ì×ØJÎ|Ì×Ä�Û�ò|ËVÄÅ

Pe
àLá<Ë�Õ�Û�ÌåØNÓÔË�Û$Ø�ë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�êLÆ�Õ+Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇØÃÈ�Ë.ÙØNÌ�Ë°ÔÉ�ÛÇÓ�Æ�ÛÊÉçÅÊÑ

Õ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\ÄØ±ËVö|Õ�ÙØ±ÛvÅóËVâ_É�Ì×É�ÛäØÔÈqÌåØ±ÛÇÓóòÑÔÐJË$� Æ�ÎÅ�É×Æ�Õ_Û:�G�84ÜJØ�Åk�GE84Ü�2�H|à
·SÕö_Õ~êkØÔÕ�É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�êkÆ�Õ.ÈÊØÔÐÒÎ_Ì�Ë�Ó�ØÃÈ�ËJÌ�æ Æ�ÎkÑÃÈóË�ÅÊØÔÄ�È«���H
��F%Î|ËVÈ Ì×ØÔÛeÆ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÇØ�ÄÈÊÛeÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�ÅóË�ÉåÈÇØ�Û:�����
�.Ø�ÅkF���8��%ÎkÆ�ÄÈmÅÇÈóËVÉåÅÊØÃÈ É×Õ_ÙÑ�¾
ÎkØ�Õ�Ù_Ë�ÐYÐYØÔÕ�ÅeÌåØÔÛqÙ_ÉPÝkÑÃÈÊØÔÕ�Å�ÛqÐÒÆ�ÕE`�ÐÒØ�Û�Ù�ØÚÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�Ø ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛäÎ�Æ�ÈÇÅÔà

Àqw R ��[S]�]ptjkZ�^a[1l
Ð à Ñ à ½  ×Ø� �¿
f»

Pe

À�Ì�æ Ñ�ÅóË�ÅMÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�ê�Æ�Õ6Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØeÖ\ÄØmÌ×Ømñ�ÈÇÆ�Õ�ÅMØÔÛvÅMÙ~æ Ë�ÄÅ�Ë�Õ�Å1Î_Ì�Ä�ÛSÈ�Ë�É�ÙØmÖ�Ä�ØmÌåØ
Pe
ØÔÛvÅMÑÔÌåØ=Ô�Ñ�à\á<Ë�Õ�Û1ÌåØmÓ�ËVÛ

Pe = 106 ê�Ì×ØeÎ�ÈÇÆ�ö_ÌØÔÕ%ÛÇÆ�ÈÇÅÊÉ×ØÚØ�ÅeÌåØÚÎ�ÈÊÆ�ö_Ì�ØÔÕ�ØÔÕ�ÅÇÈÊÑÃØÚÛÇÆ�Õ�ÅeÛKèÐÒÑÃÅÇÈ�É×Ö�Ä�ØÔÛqÌ�æ Ä�Õ�Î|ËVÈqÈ�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅmèÒÌ�æéË�Ä\ÅÊÈÇØ<ÅÊÈ�Ë�Ù�Ä�É�ÛÊË�Õ�ÅeÌ�æéËVâ_ÛÇØÔÕ�Ó�Ø±ÙØ±Ù�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÆ�Õ�ãôÅÊÈ�Ë�Õ�ÛäÎ�Æ�ÈÇÅ
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  3.00
MINIMUM :  -.3610E-01
MAXIMUM :   2.066

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇ�È ��!^É�Í�Ë�Û
ν = 10−6 ê_ºe´�ÍMÀm¹�Æ�ÎÅ�É×Æ�Õ�´\ùmüUÉ

X

U(X,0)

 -1.00  -.80  -.60  -.40  -.20   .00   .20   .40   .60   .80  1.00

 -1.00

  -.60

  -.20

   .20

   .60

  1.00

  1.40

  1.80

  2.20

  2.60

  3.00
MINIMUM :   .0000E+00
MAXIMUM :   2.002

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇZÈ �	Ç$É�Í�Ë�Û
ν = 10−6 ê_ºe´_ÍMÀe¹
Æ�Î�Å�ÉåÆ�Õ.´ùmühÉm¾vÍ-Í
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WMw % ��x�&�ptjkZ�^('
¹Sæ ÑÃÅÊÄ_ÙØ Ù�Ø Ì æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�Å-Ì�Ë�ÐYÉ×Õ|Ë�ÉåÈÇØ<Ù_Ë�Õ�Û�Ä�ÕNÓÔË�Õ_Ë�ÌkÎ_Ì�Ë�Õ�ËjÔ�ØÔÓ Ä�Õ�Ø ÐJËVÈÊÓ�òØ<ÙØÔÛÊÓ�ØÔÕ�Ù|Ë�Õ�ÅÊØ ÎkØÃÈÊÐÒØÃÅ�Ù�ØmÎ�ÈÊÑÔÛäØÔÕ�ÅÊØÃÈ�Ì×ØÔÛ�ÐÒÑ�Å�òÆÙØ�Û
Õ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\ÄØÔÛMØÔÐYÎ_Ì×Æ�è�ÑÃØ�Û�Ù_Ë�Õ�ÛqÍMÀ<´\ºq½�¶ ËVö_ÕNÙ�Ø ÈÇÑÔÛäÆ�Ä�Ù�ÈÇØ Ì×ØÔÛMÑ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ_Û�ÙØ<ì ËjÔÉ×ØÃÈä¾v´�ÅÊÆ���ØÔÛMÎkÆ�Ä�È-Ä�Õ�Ü_Ä�É�ÙØ<ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�É×ØÔÕ�Ø�ÅqÄ�Õ
ÑÔÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅqÉ�Õ�Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ�à_¹~Ø�Û-Ù�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ�Å�Û-ÛäÆ�ÌPÔ�ØÔÄ�ÈÊÛ�Ø�ÅqÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�Û�ö_Õ_É×Û�Ø�ÕÎÔ�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ�¸�Î�ÈÇØ�ÛÇÛÇÉ×Æ�Õ�Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÔÛqÛäÆ�Õ�Å-Î�ÈÇÑ�ÛäØÔÕ�ÅÇÑ�Ûqè�È�Ë�É×ÛÇÆ�Õ
Ù�æ Ä_Õ%ðvØÔÄPÙ�Ø�Ù�Æ�Õ_ÕÑÃØÔÛ$ÎkË�ÈÒÓ�Æ�ÄÎ_Ì×Ø�ÛÇÆ�ÌåÔ�ØÔÄÈó¸�ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�àLá<Ë�Õ�Û�ÌåØ�ÛqðvØÔÄ\ëPÙ�Ø�ÙÆ�Õ_ÕÑÃØÔÛ�ÙØNÕÆ�Õ\¾aÈÇÑj��ÈÇØÔÛÊÛÇÉåÆ�ÕPÌ�ÉåÔÈÇÑÔÛÒËjÔ�ØÔÓ�ÍMÀ<´\ºq½�¶Pê
ÅÊÈÇØÔÉo-ÃØcðvØÔÄ\ë6ÙØeÙ�Æ�Õ�ÕÑÃØ�ÛSÓ�Æ�ÄFÔ\ÈÇØÔÕ�Å1Ä_ÕØ¶��È�Ë�Õ_ÙØqÎ|ËVÈäÅ�É×ØeÙØÔÛSÎkÆ�ÛÇÛÇÉ×â_É�Ì×ÉåÅÇÑ�ÛÃà�¹~ØeÕ�Æ�ÐgÙ�ØeÓ�Ø�Û~ðoØÔÄëYÙ�ØeÙÆ�Õ�ÕÑÔØÔÛ1Ó�Æ�ÐYÐÒØ�Õ�Ó�ØqÎ|ËVÈSâ|Ë�Óe��à
ìeÆ�Ä�Û-Õ�Æ�Ä�Û-ÓÃÆ�Õ�ÅÊØÔÕ�ÅÇØÔÈÇÆ�Õ�Û-É�ÓÃÉ~Ù�æ Ñ�Å�Ä�Ù_ÉåØÃÈeÄ�Õ�ÑÔÌåÑ�ÐÒØÔÕ�ÅqÎkÆ�ÄÈqÓóò_Ë�Ö�Ä�ØÚÐYÑ�Å�òÆÙØÚÙØÚÈÇÑÔÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ~à
»mËVÎ�ÎkØÔÌ×Æ�Õ_Û-Ö\ÄØÚÎkÆ�ÄÈqÄ�Õ�Ü_Ä_É×ÙØ±ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�É×ØÔÕNØÃÅeÄ�ÕNÑ�Ó�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�ÅeÉ×Õ_Ó�Æ�ÐÒÎ�ÈÇØ�ÛÇÛÇÉ×â_Ì×Ø�ê_ÕÆ�Ä�ÛqÙØ=Ô�Æ�Õ�Û-ÈÇÑÔÛÇÆ�Ä�ÙÈÇØ





Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u =

1

ρ
{−∇P + µ∆~u}

Æ
,
~u
ÙÑ�ÛÇÉP��Õ�Ø�Ì�Ë¶Ô�ÉçÅÊØÔÛÇÛÇØ|ã

m/s
äCç
ρ
Ì�ËmÙØ�Õ�ÛÇÉåÅÊÑ�ÙØ�ÈÇÑÔñ�ÑÃÈÊØÔÕ�Ó�Ø-Ù�Ä$Ü_Ä_É×Ù�Ø|ã

kg/m3 äCç P Ì�ËeÎ�ÈÊØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ¥ã
Pa

äCç
µ
Ì�Ë¶Ô�É×ÛÇÓÃÆ�ÛÇÉçÅÊÑ-ÙÁèÕ|ËVÐ6É×Ö\ÄØ

ã
kg/ms

äóà

WMw�� ��[1les^+*1lqpts
¹tØ�ÓÔË�Û+Ñ�Å�Ä�Ù�É×Ñ�ØÔÛvÅ�É�ÛÇÛÇÄ Ù�æ Ä�Õ âkØÔÕ_Ó�ò�ÐJËVÈ��gËjè\Ë�Õ�Å�ñ�Ë�ÉçÅ�Ì æ Æ�âðvØ�Å�Ù�æ Ä�Õ�Ø�ÛKèÕ�Å�ò�ïÔÛäØ�ÑÔÙ�ÉåÅÊÑÃØ�Î|ËVÈ±ÎYà ¶�Æ�Èe��Ë�Õ~ê<�_à üLÑÃÈ�É�Ë�Ä\ë Ë�Õ�Ù
µMà º-òÆ�Ð6Ë�ÛÊÛäØ�Å6ý~ÀmÕ_Ë�Ìåè�ÛÇÉ�Û Æ�ñ1Ì�Ë�ÐYÉ×Õ|ËVÈ<Ü�Æ3�gÆ�Ô�ØÃÈ$Ë�âkËVÓB�
�-ËVÈÊÙ�ñ�ËVÓÔÉ×ÕF�.ÛvÅÊØÃÎtê � Æ�Ì���Æ�ñ1ìqÆ�ÅÊØÔÛ<Æ�Õ&ìmÄ_Ð�à�µOÌ�Ä�É�Ù�¶.ØÔÓóò�à�ê � ÉåØ?��Øj�_ê
���6Õ�È_à
ú Õ%ÐÒÆÙÑ�Ì×É�ÛäØ±Ì æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅmÌ�ËVÐ6É×Õ|ËVÉ×ÈÇØ±É�Õ�Ó�Æ�ÐYÎ�ÈÇØÔÛÊÛÇÉåâ|ÌåØ$ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ±Ù|Ë�Õ�ÛqÄ_Õ%ÓÔË�Õ_Ë�ÌUË�Ä\ÅÊÆ�ÄÈeÙ�æ Ä�Õ�Ø±ÐJËVÈÊÓ�òØ$ÙØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅÊØ�à�úmÕ
ÕÆ�ÅÊØ

h
ã�ÈÇØÔÛäÎtà

H
äcÌ�Ë±ò_Ë�Ä\ÅÊØ�ÄÈMÙ�ÄJÓ�ËVÕ|Ë�Ì_ØÔÕNË�ÐÒÆ�Õ�Å|ã�ÈÇØÔÛäÎtà�ØÔÕNËjÔ�ËVÌúäcÙØmÌ�Ë±Ð6ËVÈÊÓóòØ�ê

l
ã�ÈÇØÔÛÇÎ~à

D
äyÌ�Ë±ÌåÆ�ÕF��ÄØ�ÄÈMÙ�Ä�ÓÔË�Õ_Ë�Ì|ØÔÕ�Ë�ÐYÆ�Õ�Å

ã�ÈÇØÔÛÇÎ~à�ØÔÕ�ËjÔ�Ë�Ì�ämÙØ6Ì�ËNÐ6ËVÈÊÓóòØ�à~ùeÕ�Î_ÈÇÆ�ö_ÌOÙ�Ø<ÔÉåÅÊØÔÛÇÛÇØÒÎ|ËVÈ�ËVâkÆ�Ì�É×Ö\ÄØÒØ�ÛvÅÚÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇÑYèNÌ æ Ø�Õ�ÅÊÈÇÑÃØ�ê�Ì�Ë?Ô�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØYÐJË�ëÉ�Ð6Ë�ÌåØÒÑ�ÅóË�Õ�ÅÚÕÆ�ÅÊÑÃØ
Umax

à�¹cæ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅSÛÇØqÛäÑÃÎ|ËVÈÇØeË�ÄYÕ�ÉPÔ�Ø�Ë�ÄYÙØqÌ�Ë ÐJËVÈÊÓ�òØ-Ø�Å1ÛäØ-ÈÇÑ�¾oË�ÅÇÅóË�Ó�òØ-ØÔÕ6ËjÔ�Ë�Ì_ÙØqÌ�Ë<Ð6ËVÈÊÓóòØeè Ä�ÕØmËVâ_ÛÇÓÔÉ×ÛÇÛÇØeè ÙÑ�ÅÊØÃÈ�ÐYÉ×Õ�ØÃÈÔà

. n = 0σ
f

u(y)

l

h

D

u=v=0

u=v=0

H
C (x)=0

ÅZÆÁÇZÈ ��Õ^É�·cÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅmË�Ä\ÅÊÆ�ÄÈqÙ�æ Ä�Õ�ØÚÐ6ËVÈÊÓóòØÚÙØ�ÛÇÓ�ØÔÕ_Ù_Ë�Õ�ÅÊØ
¹tØÒÓÔË�ÛmÅÊØÔÛvÅÚÓ�Æ�Õ�ÛÊÉ×Ù�ÑÃÈÇÑYÉ×ÓÔÉOÓ�Æ�ÈÇÈÇØÔÛÇÎkÆ�Õ�Ù&Ë�Ä\ëÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ

D = 18m
ê
l = 3m

ê
H = 1.5m

Ø�Å
h = 1m

à�¹~ØÔÛ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û<ÙØYì ËjÔÉ×ØÃÈä¾
´�ÅÊÆ���ØÔÛ-ÛäÆ�Õ�ÅeË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ�Î|ËVÈ-Ì×ØÔÛ�ÑÔÓóòØÔÌ�ÌåØ�Û-ÙØÚÌ×Æ�ÕF��ÄØÔÄ�È�Ø�ÅeÙØqÔÉåÅÇØ�ÛÇÛäØ

(H − h)
Ø�Å
Umax

�/ÙÆ�Õ�Ó
(H − h)/Umax

ÎkÆ�ÄÈqÌåØ
ÅÊØÔÐYÎ_ÛZ� Ø�ÅqÆ�Õ%Ë

{ Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u = −∇P +

1

Re
∆~u
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Æ
,�Ì�Ë�Î_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ&ØÔÛvÅ$Ë�Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�Õ_ÕÑÃØYÎ|ËVÈ
ρU2

max

ê~ÌåØ6ÕÆ�Ð$â�ÈÇØYÙØ6»-ØjèÕÆ�Ì�Ù�Û
Re = Umax(H − h)/ν

Ñ�ÅóË�Õ�ÅÚö�ë\ÑÒÎkËVÈÚÌ�ËNÛÇÄ�ÉåÅÊØ6è
��¿V¼�à
¹tØÔÛ-Ó�Æ�Õ�Ù_ÉçÅ�É×Æ�Õ_ÛeËVÄë�Ì×É�ÐYÉçÅÊØ�Û-ÛäÆ�Õ�ÅeÓÃÌ�Ë�ÛÊÛÇÉ×Ö\ÄØÔÛ-ÎkÆ�ÄÈeÓ�Ø Å èÎkØ±Ù�æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�Å±ý
.
üyÈÇÆ�ö|Ì�Î|ËVÈ�ËVâkÆ�Ì×É�Ö�ÄØ±ÙØ±Ì�Ë<ÔÉåÅÇØ�ÛÇÛäØ$èÒÌ�æ ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØ?ã üLÆ�É×ÛÇØÔÄ�É�Ì×Ì×Ø	äCç

.
Í1Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÊØÔÛ-Õ�Æ�ÈÊÐ6Ë�ÌåØ�Û-Õ�Ä�Ì�ÌåØ�Û-ØÔÕ%ÛäÆ�ÈäÅ�ÉåØ�ç

.
À-Ù�òÑÃÈÊØÔÕ�Ó�Ø±ÛÇÄ�ÈqÌåØ�Û�Î|ËVÈÇÆ�É�ÛÃà

¹tØÚÓ�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�ÅeÙØÚñ�ÈÇÆ�ÅÇÅÇØ�ÐÒØÔÕ�ÅeèÒÌ�Ë�Î|ËVÈÇÆ�É
Cf

ÙÑÃö|Õ�É�Î|ËVÈ
1

2
ReCf (x) =

(
∂u

∂y

)

paroiÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅeÙØ±ÌåÆÓÔË�Ì×É�ÛäØÔÈqÌ×Ø<ÎkÆ�É�Õ�ÅeÙØÚÈÇÑ�¾oË�ÅÇÅóË�Ó�òØ�ÐÒØÔÕ�Å-Î|Ä�É×ÛÊÖ�Ä~æ É�Ì~ÛÃæéË�Õ�Õ\Ä�Ì×Ø<Ø�Õ�Ó�Ø±Ì×É×ØÔÄ�à

WMw R ��[S]�]ptjkZ�^a[1l
¼5à Ñ à ½ ² ����»����	»��	��
f���� ¾ � ��»���FÃÄ�F�º�

¹LËYÎ�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�Ó�Ø�ÙØ�Ì�ËJÐ6ËVÈÊÓ�ò�Ø±Î�ÈÇÆ�Ô�ÆÖ�ÄØ�Ì×Ø$Ù�ÑÔÓ�Æ�Ì�ÌåØÔÐYØÔÕ�Å Ù_Ä%Ü|Ä�É�ÙØ$Ø�Å Ì�Ë6ñ�Æ�ÈÊÐJË�ÅÊÉ×Æ�Õ.Ù�æ Ä�Õ%ÅÊÆ�ÄÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ%Ø�Õ�ËjÔ�Ë�ÌUÙ�Ø$Ì�Ë6Ð6ËVÈÊÓóòØ�àk¹~Ø
ÎkÆ�É�Õ�ÅqÙØ<ÈÇÑ�¾oË�ÅÇÅóËVÓóòØÔÐYØÔÕ�ÅqÓ�Æ�ÈÇÈÇØ�ÛäÎkÆ�Õ�Ù�è�Ì�Ë$ÎkÆ�ÛÊÉçÅ�ÉåÆ�Õ�Ù�æ ÑÔÖ�Ä_É×Ì�Éåâ�ÈÊØ<ØÔÕ�ÅÊÈÇØÚÌåØmÅÊÆ�ÄÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�ÕNØ�ÅqÌ�æ ÑÔÓ�Æ�Ä_ÌåØÔÐYØÔÕ�Å-Î�È�É×Õ�ÓÔÉåÎ|Ë�Ì à�¹UË�Ì×Æ�Õ���ÄØÔÄÈ
Ø�ëÎkÑÃÈÊÉ�ÐÒØÔÕ�ÅóË�ÌåØ�Ë�Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉ×Æ�Õ_ÕÑÃØ�Ø�ÛvÅYÙØ

6
ày´Ä�ÉåÔ�Ë�Õ�ÅYÌ�Ë�ÐÒÑ�Å�òÆÙØNÄ\Å�É�Ì×É�ÛäÑÃØNÆ�ÕPÆ�âÅ�ÉåØ�Õ�ÅYÄ�ÕØ�Ù�ÉPÝkÑÔÈÇØÔÕ�Ó�Ø�ÙØ�Î_Ì�Ä�Û�Æ�Ä�ÐÒÆ�É×Õ_Û

0.5
ê

Ù�É9ÝkÑÃÈÇØ�Õ�Ó�ØÔÛqÓ�Æ�ÐYÎ|ËVÈ�ËVâ_Ì×ØÔÛqèÒÓ�ØÔÌ�ÌåØ�Û-Æ�â_ÛäØÃÈYÔ�ÑÃØ�Û-Ù_Ë�Õ_Û-Ì�ËÒÌ×ÉåÅÇÅÇÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ�à
ûvÌeñ�ËVÄÅ¿Ô�Ø�É×Ì�ÌåØÃÈ�èPÐ6Ë�É×Ì�ÌåØÃÈNÛÇÄíJÛÊË�ÐYÐÒØ�Õ�Å�Ì�Ë�Î|ËVÈäÅ�É×Ø�ËjÔ�Ë�ÌeÙ�Ä�ÓÔË�Õ_Ë�ÌmËVö_Õ�Ö�Ä�Ø�Ì�Ë
Ó�Æ�Õ�Ù_ÉçÅ�ÉåÆ�Õ�Ë�ÛÊÛäÆÓÃÉåÑÔØ�Ë�Ä�ÈÇÑ7��É�ÐÒØ�Ñ�ÅóËVâ_Ì×ÉåÅNÛäÆ�ÉåÅ
ØjÝ�ØÔÓóÅ�ÉåÔ�ØÔÐÒØ�Õ�Å¦Ô�ÑÃÈÊÉ×ö�ÑÃØ�à
Í1Æ�ÐÒÎ�ÅÊØ�ÅÊØÔÕ�Ä�ÙØ%Ì�Ë&ñ�Æ�ÈÊÐ�Ä�Ì�Ë�Å�É×Æ�Õ Ô�ËVÈÊÉ�Ë�Å�É×Æ�Õ_ÕØÔÌ�ÌåØ.Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÃØ�êcÌ�Ë�ÛäÅÇÈ�Ä�ÓóÅ�ÄÈÇØ%ÙØ%Ì�æ ÑÔÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅJË&Ä�Õ�ØjÝkØ�ÅJÛÇÄ�ÈYÌ�Ë�ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�Ë�Ä\ë
Ì�É×Ð6ÉçÅÊØÔÛ�ØÔÕNÛäÆ�ÈäÅ�É×Ø�à|Í1Ø�Å-ØjÝkØ�ÅqÛÃæéË�ÅÇÅÊÑÔÕ�Ä�Ø<ÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�ÄØÚÌåØÔÛ�ØjÝkØ�Å�ÛUÔÉ×ÛÊÖ�Ä�ØÔÄ\ëNÛÔæ Ø�ÛvÅÊÆ�ÐÒÎkØÔÕ�Å�à¹UË�Ó�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ%è$Ì�Ë�Ì×É�ÐYÉåÅÇØÚÙÑj��ÑÔÕ�ïÃÈÇØÚË�Ì×Æ�È�ÛMØÔÕ
Ä�Õ�ØÚÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ%ÙØ<Î�ÈÊØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ�Õ\Ä�Ì�ÌåØ±ÛÇÄ�ÈqÌ�ËÒÛÇÄÈÊñ�Ë�Ó�Ø�à

¼5à Ñ à Ê ñ �ÁÀ7� ����Ö^�������Â
f» Í �Á»Â
f��
����f� ¾ �IÀ

ø �ÁÀÌ���Å��º������Ó�Ã��IÀÌ
f��� ¾ À7�Cb»'�������
Ý �Åº�º�����	ÓfÃÄ���bÃÄÖlb���I����� ³~¹~Ø�Û�ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û-ØÔÕ¥ÔÉåÅÇØ�ÛÇÛäØÚØ�ÅqÎ_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ�ÛÇÆ�Õ�ÅeÙ�É�ÛÇÓ�ÈÊÑ�Å�É×ÛÇÑÃØÔÛ-Ø�ÅqÈÇÑÔÛäÆ�Ì�ÄØÔÛqÛÇÉ�Ð$Ä_ÌçÅóË�ÕÑÔÐYØÔÕ�Å�à
ã ¾ ��ÓX�^
���
��ÄÖf�	� Í �Á���	���C� À7�ÁÃ²��Ùe�IÞ^Ölb���I����� ³U¹tØÔÛeÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ_ÛeØÔÕÔÉåÅÊØÔÛÇÛÇØ$Ø�Å Î�ÈÇØ�ÛÇÛÊÉåÆ�Õ�ÛäÆ�Õ�Å Ù�ÑÔÓ�Æ�ÄÎ|ÌåÑÃØ�Û$ýkØÔÌ�ÌåØÔÛ ÛÇÆ�Õ�ÅÚË�Ä�ÛäØÔÉ�Õ
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¹Sæ ÑÃÅÊÄ_ÙØ ÙØ Ì�Ë$Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�Õ�Õ_Ë�Å�ÄÈÇØ�Ì×Ì×Ø Ù_Ë�Õ�ÛMÄ_Õ�Ó-è�Ì×É�Õ�ÙÈÇØ<Ó�Æ�Õ�ÅÊØ�Õ_Ë�Õ�Å-ÙØ Ì æ Æ�ëIèÙ�Ø Ù�æ ÄÈóËVÕ_É×Ä_ÐgÎ�ØÃÈÊÐÒØ�Å-ÙØmÎ�ÈÇÑ�ÛäØÔÕ�ÅÊØÃÈ�ÌåØ�ÛMÐÒÑ�Å�òÆÙØ�Û
Õ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\ÄØÔÛOØÔÐÒÎ_Ì×Æ�è�ÑÔØÔÛyÙ_Ë�Õ�ÛSÍMÀ ´ºq½�¶ ËVö_Õ�ÙØ�ÈÇÑÔÛÇÆ�Ä�ÙÈÇØ�Ì×ØÔÛOÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛyÙØ-ìmËjÔ�ÉåØÔÈä¾v´�ÅÊÆ���Ø�ÛLÎ�Æ�Ä�ÈyÌ�æ ÑÔÓ�Æ�Ä_ÌåØÔÐYØÔÕ�ÅcÉ�Õ�Ó�Æ�ÐYÎ�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×â_ÌåØ
Ù�æ Ä_Õ$Ü_Ä�É�ÙØ-Ù�É×Ì�Ë�Å�ËVâ|ÌåØ-ÐÒÆÙÑÔÌ�É×ÛÇÑMÎ|ËVÈyÌ�æéËVÎ�Î�ÈÊÆ�ëÉ�Ð6Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÙØ��MÆ�Ä�ÛÊÛÇÉ×Õ�ØÔÛÇÖkàVüSÌ�Ä\Åe`�ÅyÖ\ÄØ�Ù�Ø�Ð$Ä_ÌçÅ�ÉåÎ|Ì×É×ØÃÈyÌ×ØÔÛLØÃë\ØÔÐYÎ_ÌåØ�ÛÃê�ÕÆ�Ä�ÛOÉ�Õ�Ù�É�Ö�ÄÆ�Õ_Û
èÒÌ æéËVÉ�ÙØ±ÙØ±Ó�ØÚÓ�Ë�ÛMÅÊØÔÛvÅeÌ×ØÔÛqÙ�ÉPÝkÑÔÈÇØÔÕ�Å�ÛqÛÇÆ�ÌPÔ�Ø�ÄÈÊÛ-Ø�ÅqÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Û�ö|Õ�É×Û-ØÔÕ¥ÔÉåÅÊØÔÛÇÛÇØ�¸�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ�Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇÑÔÛÃà
»mËVÎ�ÎkØÔÌ×Æ�Õ_Û-Ö\ÄØ±Ù_Ë�Õ�ÛqÌ×ØÚÓÔË�Û-Æ
,�Ì×ØÔÛ-Î�ÈÇÆ�Î�ÈÊÉ×Ñ�ÅÊÑÔÛ�Å�òØÃÈÊÐYÆ\ÙFèÕ_Ë�ÐYÉ�Ö�Ä�ØÔÛ-Ù�Ä�Ü_Ä_É×Ù�ØÚÛÇÆ�Õ�ÅeÉ×Õ_ÙÑÃÎkØ�Õ�Ù_Ë�Õ�ÅÊØÔÛeÙØ±Ì�Ë$ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ<Ø�ÅqÆ
,
É�Ì�ØÔÛvÅqÌ×É�ÓÃÉçÅÊØÚÙØ<ÈÇØÃÎ�ÈÇÑ�ÛäØÔÕ�ÅÇØÔÈ-ÌåØ�ÛMØjÝkØÃÅÊÛ�Ù�Ø<Ù�ØÔÕ�ÛÇÉåÅÊÑ Î|ËVÈ-Ì æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�Å�É×Æ�ÕNÙØ·�MÆ�Ä�ÛÇÛÊÉ×Õ�ØÔÛÇÖj��Î_ÈÊÉ×ÛÇØ ØÔÕ�Ó�Æ�ÐÒÎÅÊØ<ÙØ�ÛhÔ�ËVÈÊÉ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û-ÙØ
ÙØ�Õ�ÛÇÉåÅÊÑÚÄ_Õ�É×Ö\ÄØÔÐYØÔÕ�ÅmÙ_Ë�Õ�ÛqÌåØ<ÅÇØÔÈÊÐÒØÚÙØÚÜ�Æ�ÅÇÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÇÑk�4ê_ÕÆ�Ä�Û-Ù�Ø=Ô�Æ�Õ_Û-ÈÇÑÔÛäÆ�Ä�Ù�ÈÇØ





Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u =

1

ρ0
{−∇P + µ∆~u+ ρ~g}

∂T

∂t
+ ~u∇T = α0∆T +

Q

ρcp

Æ
,
~u
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Ì�Ë<ÙØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑqÙ_ÄÒÜ_Ä�É�ÙØBã
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α = λ/ρcp
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cp
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Óóò_Ë�ÌåØÔÄ�ÈÚÛÇÎkÑÔÓÃÉ×ö_Ö\ÄØJè�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ&Ó�Æ�Õ_ÛvÅóË�Õ�ÅÊØÒØ�Å
Q
Ä_ÕØ6ÙØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑ6ÙØ6ÛäÆ�ÄÈÊÓÃØYÙØ6Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄÈ¿ã

W/m3 äóà~¹~ØÔÛÚÖ�Ä_Ë�Õ�ÅÊÉåÅÊÑÔÛÚÉ×Õ_Ù�É�Ó�ÑÃØÔÛ<ÎkËVÈ 0ÛÇÆ�Õ�ÅqÎ�ÈÊÉ�ÛäØÔÛeèÒÌ�Ë�ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÊØ<ÙØÚÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø
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à

Þ w�� ��[1les^+*1lqpts
¹tØ$ÓÔË�ÛeÑ�Å�Ä�Ù�É×Ñ$ØÔÛäÅ É×ÛÇÛÊÄ�Ù�æ Ä�Õ�Ë�ÈÇÅÊÉ�ÓÃÌ×Ø$Ù�Ø$á�à ÎYà'É<ËVÈäÅ�Ì×É�ÕF��É�Õ�Å�ÉçÅ�Ä_ÌåÑ�ßvÀ ö|Õ�ÉåÅÇØ$ØÔÌ×ØÔÐYØÔÕ�Å<Ë�Õ|Ë�ÌåèÛÊÉ×ÛeÆ�ñfÔ�Æ�Ì�Ä�ÐÒØÃÅÊÈÊÉ×ÓÔË�Ì�Ìåè.ò�Ø�Ë�ÅÊØÔÙ.Ü_Ä�É�Ù�Û
É�Õ%Ë�Õ.Ë�ëÉ�Û[èÐ6ÐÒØ�ÅÊÈÊÉ�Ó ØÔÕ�ÓÔÌåÆ�ÛÇÄ�ÈÇØ�à�ê|ËVÈäÅ�É×ÓÔÌåØÚÎ|ËVÈÊÄ�Ù|ËVÕ_ÛÊá�LïS�Lbê�é«]qì9é=ù?é?Sºêb÷kLïSFáZì�ÁELÁI�÷óêFÔ�Æ�Ì9ÈYØÔÕÄ���6Õ�ÿ\à
¹Sæ Ø�Õ�Ó�ØÔÉ�Õ�ÅÊØ6Ó�Æ�Õ�ÅÊØÔÕ|Ë�Õ�Å±Ì æ Æ�ëÁèÙ�Ø6Ù�æ ÄÈ�Ë�Õ�É�Ä�Ð©ØÔÛvÅ±Ä�Õ�Ó-è�Ì×É�Õ�ÙÈÊØ6ñ�ØÃÈÊÐYÑYÙØ6ò_Ë�Ä\ÅÊØÔÄ�È

H
Ø�Å$ÙØYÈ�Ëjè�Æ�Õ

R
à�¹tØÔÛ<Î|ËVÈÇÆ�É×ÛÚÙØ6Ì�æ ØÔÕ�ÓÃØÔÉ×Õ�ÅÊØ

ÛÇÆ�Õ�ÅeÐ6Ë�É�Õ�ÅÊØÔÕ\ÄØÔÛqèÒÌ�Ë$ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ±Ë�Ð±â_É�Ë�Õ�ÅÊØ�à
¹Sæ Æ�ëÁèÙ�ØqÙ�æ ÄÈ�Ë�Õ�É�Ä�ÐIÓÃÆ�Õ�ÅÊØÔÕ�Ä6Ù_Ë�Õ�ÛSÌ�æ ØÔÕ_Ó�ØÔÉ�Õ�ÅÊØeÓ-èÌ�É×Õ_ÙÈÊÉ�Ö�ÄØqØ�ÛvÅSØÔÕYÛÇÆ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�ÕÒØ�Å1ÙÑj��Ë���ØqÙ�ØqÌ�ËÚÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄÈSÓÃÆ�ÐÒÎÅÊØ�ÅÊØÔÕ�Ä6ÙØeÛÊË È�Ë�Ù�ÉåÆ�¾
Ë�ÓóÅ�ÉPÔÉåÅÇÑ�à\¹LËÚÎ_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�Ó�Ø Ù�Ø Ó�Ø�ÅÇÅÊØ ÛäÆ�ÄÈÊÓÃØ Ù�æ ÑÔÕØÃÈe��É×Ø�êÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÛäÑÃØ Ä_Õ�É×ñ�Æ�ÈÊÐÒØmØ�Å-Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØmÙ|Ë�Õ�ÛMÌ×ØeÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔêI��ÑÔÕïÔÈÇØ ÙØÔÛ�ÐÒÆ�ÄÁÔ�ØÔÐÒØÔÕ�Å�Û
ÙØ�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�ÕPÕ_Ë�Å�ÄÈÇØÔÌ�ÌåØNËVÄPÛäØÔÉ�Õ
Ù�Ä
Ó-è�Ì×É�Õ�ÙÈÊØ�àO´\É1è�ñôË�É×â_Ì×ØJÕÆ�Ð$â�ÈÇØJÙØ¥ÉmÈóËVÛÊòÆ�ñ1Æ�Õ�Æ�âÅ�ÉåØÔÕ�Å�Ä�ÕØJÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�ÕPÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�ê~Æ�Õ
Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØÚÙØ�Û-ÛäÅÇÈ�Ä�ÓóÅ�ÄÈÇØÔÛqÙ�æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅqâkØ�Ë�Ä_Ó�Æ�ÄÎ�Î|Ì×Ä�ÛqÓÃÆ�ÐYÎ_Ì×Ø�ë\ØÔÛeè�Î|ËVÈäÅ�É×ÈqÙ�æ Ä�Õ%Ó�ØÃÈäÅóË�É�Õ�ÛäØ�Ä�É×Ì à
ÀeÎ�ÈÇï�Û�ËjÔ�Æ�É×ÈÒË�Ù_É×ÐÒØ�Õ�ÛÇÉ×Æ�Õ�ÕÑNÌ�æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�ÅÊÉ×Æ�ÕPÙØ��1Æ�Ä_ÛÇÛÇÉ�ÕØÔÛÊÖ&Ù�ØÔÛ±ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û�ÙØNì ËjÔÉ×ØÃÈä¾v´�ÅÊÆ���ØÔÛÃêLÕÆ�Ä_ÛuÔ�Æ�Ä�Û$Ù�ØÔÐ6Ë�Õ�Ù�Æ�Õ�Û$ÙØ
ÈÇØ�Õ�ÙÈÇØmÓ�Æ�ÐYÎÅÊØeÙ�ØÔÛ1ÛäÅÇÈÊÄ_ÓóÅ�ÄÈÇØÔÛ1Ù~æ Ñ�Ó�Æ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�Å1ÎkÆ�Ä�È1Ì×ØÔÛ1Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØ�ÛSÙ�Ø|ÉmÈ�Ë�ÛÊòÆ�ñ�ÛÇÄ�ÉPÔ�ËVÕ�Å�Ûeý

4.39× 104 ê 2.19× 105 Ø�Å 4.39× 105 àüLÆ�ÄÈÚÓ�ØÔÌ�Ëê�É×ÌfÔ�Æ�Ä�Û<ñôË�ÄÅÚÐÒÆÙ�Éåö_ØÃÈ<Ù_Ë�Õ_Û Ì×Ø ðoØÔÄ&ÙØYÙÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ<ñ�Æ�ÄÈ�Õ�ÉOÌåØYÕÆ�Ð$â�ÈÇØYÙØ¿ÉmÈ�Ë�ÛÇòÆ�ñoê�ÓóòÆ�É×ÛÊÉåÈÚÄ�Õ&ÛäÆ�ÌPÔ�Ø�ÄÈ ØÃÅÚÄ�Õ&Ó�Æ�ÄÎ|ÌåØ
Ù�æ ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�Û-ö_Õ_É×ÛqØÔÕ°ÔÉåÅÇØ�ÛÇÛäØV¸�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ�ã�Ô�ËVÈÊÉ�Ë�â|ÌåØÔÛ:Ü��|ê@��H�»��E�ÒØ�Å^�3	4��4�6Ù_ÄÒðoØ�Ä%ÙØ$ÙÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ$äóà|·cÕ%Î�ÈÇØ�ÐYÉåïÔÈÇØ$ËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�ÅÊÉ×Æ�Õ�ê|ÌåØ
ÎkÆ�É�Õ�Å1öë\ØqØÔÛäÅ1É×Õ\Ä\Å�É�ÌåØ�ã)�6H�»����6m5£	äóà�ùqÅ�É×Ì�É×ÛäØU-$�6H�»��E�6mEu±ÎkÆ�ÄÈ1Ì�æéË�ÌP��Æ�ÈÊÉåÅÊò_ÐÒØeÙØ-Î_ÈÇÆ�ðvØÔÓóÅ�É×Æ�Õ~ê��6H�»��E��m4¥±Î�Æ�Ä�ÈSÌ�Ë ÈÇÑÔÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ6É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ
Ø�Å��6H
»��E�6m
z ÎkÆ�ÄÈUÌ æ Ë�Ì9��Æ�ÈÊÉçÅ�ò�ÐYØSÛäØÔÐ6Éç¾ Ø�ëÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à�¹tØcÓ�Ë�Û=�6H�»����6mE¦qØÔÛvÅLÄ�Õ�Ø1Ë�Ä\ÅÊÈÇØSÐYÉ�ÛäØcØÔÕÚÆ�Ø�ÄÁÔ\ÈÇØ1É×Õ�ñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Å�É×Ö\ÄØSÙ�Ä±ÛäØÔÐ6Éç¾ Ø�ëÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ
ÙÆ�Õ_Õ_Ë�Õ�ÅeÌ×ØÔÛqÐjOÔÐYØÔÛ�ÈÇÑÔÛÇÄ_ÌçÅóË�Å�Û-Ö�Ä�Øj��H�»��E�6m
zkà
üLÆ�ÄÈqÌ�æéË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ_Õ_Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ�ÙØÔÛ�ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÔê�Ì�Ë�Ì×Æ�ÕF��ÄØÔÄ�È-Ù�Ø ÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø Ø�ÛvÅqÌåØ<È�Ëjè�Æ�Õ

R
ÙØÚÌ�æ ØÔÕ�ÓÃØÔÉ×Õ�ÅÊØ�ê�Ì×Ø ÅÇØ�ÐÒÎ_Û�Ù�Ø ÈÇÑ�ñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø

ØÔÛäÅ
R2/α

Ø�ÅcÌ�ËqÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØMÙ�ØMÈÇÑÔñ�ÑÃÈÊØÔÕ�Ó�Ø�ØÔÛvÅ
QR2/λ

à�üLØÔÄ\ÅÇ¾¡OÃÅÇÈÊØ�ÛäØÃÈ�Ë�ÉåÅÇ¾aÉ×Ì�â�Æ�ÕÒÙØ�ÛÇØ1ÎkÆ�ÛÇØÃÈyÌ�ËmÖ�Ä�ØÔÛvÅ�É×Æ�Õ�ÛÇÄ�ÉPÔ�ËVÕ�ÅÊØ ý�·cÕ�Ö\ÄÆ�ÉÓ�ØÔÛ
ÓóòÆ�Éçë.ÛÇÆ�Õ�ÅÇ¾aÉ×Ì�ÛmÕÆ�Õ.ÓÃÌ�Ë�ÛÇÛÊÉ×Ö\ÄØÔÛeØ�ÅmÎkÆ�ÄÈÊÖ\ÄÆ�ÉtÎ�ÈÇÆÓ�ïÔÙ�Ø�¾ ÅÇ¾ Æ�Õ�Ë�É�Õ�ÛÇÉUÙ_Ë�Õ�ÛmÌ×Ø$ÓÔË�ÛeÎ�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�Å0ª$á ÄÈ�Ë�Õ�Å Ì�æéË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�Õ|Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ�ê�Ô�Æ�Ä�Û
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ÙØjÔ�ØU- ÕÆ�ÈÊÐJËVÌ×ØÔÐÒØ�Õ�ÅhÔ�Æ�ÉåÈ-ËVÎ�Î|ËVÈ�Ë3f�ÅÊÈÇØ ÌåØÔÛ�ÕÆ�Ð±â_ÈÇØÔÛMÛÊË�Õ�ÛMÙ�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�ÕNÛÇÄ�ÉPÔ�Ë�Õ�Å�Ûqã ÕÆ�Ð±â_ÈÇØÔÛMÙØ ücÈ�Ë�Õ�ÙÅÊÌ|ØÃÅ�Ù�ØuÉmÈ�Ë�ÛÇòÆ�ñ~ÐYÆ\Ù_Éåö�Ñ�ä-ý
Pr =

ν

α

Gr∗ =
gβR5Q

ν2λ

Æ
,
β
ÙÑ�ÛÇÉ9��Õ�ØÚÌ×Ø±Ó�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�ÅeÙ�ØÚÙ�É�Ì�Ë�ÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑ<Å�òØÃÈÊÐ6É×Ö\ÄØYý

β = − 1

ρ0

∂ρ

∂T

∣∣∣∣
P

à

Þ w R ��[S]�]ptjkZ�^a[1l
¹Sæ Ë�Ù_É×ÐÒØ�Õ�ÛÇÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�Ì�É×ÛÊË�Å�É×Æ�Õ�ÙØÔÛ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÚè�Ì æ Ë�É�ÙØYÙØÔÛ ÑÔÓóòØÔÌ�ÌåØÔÛ Î_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�ÅÊÑÃØÔÛ<ÓÃÉå¾aÙØÔÛÊÛÇÄ�Û<Ó�Æ�Õ_Ù�Ä�ÉåÅ±Ë�Ä�ÛKèÛvÅÊï�ÐÒØÒÛÇÄ_ÉåÔ�Ë�Õ�Å¿ã�Î|ËVÈÚËVâ_Ä�Û
ÙØ�ÕÆ�ÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ+ÕÆ�Ä�Û$ÈÊØÃÎ�ÈÇØÔÕ�Æ�Õ�Û�É×ÓÔÉ1ÎkÆ�ÄÈÒÌåØÔÛ<��È�Ë�Õ�ÙØÔÄ�ÈÊÛÒË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ_ÕÑÃØÔÛÒÌåØÔÛÒÐjOÔÐYØÔÛ$Õ�ÆVÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Û�Ö�ÄØNÎkÆ�ÄÈÒÌåØ�Û�Ö\Ä_Ë�Õ�Å�ÉåÅÊÑÔÛ�ÕÆ�Õ
Ë�Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉ×Æ�Õ_ÕÑÃØÔÛÔê_ÛÊË�Ä�ñUÎkÆ�ÄÈqÌ�Ë$ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ Î�Æ�Ä�ÈqÌ�ËVÖ\ÄØÔÌ�ÌåØ$ÕÆ�Ä�ÛqÉ×Õ�ÅÇÈÇÆÙ�Ä_É×ÛÇÆ�Õ�Û-Ì�Ë�Ô�ËVÈÊÉ�ËVâ_Ì×Ø

θ
ämý





Ù�ÉåÔ
~u = 0

~ut + ~u∇~u = −∇P + Pr∆~u+Gr∗Pr2θ
θt + ~u∇θ = ∆θ + 1

üLÆ�ÄÈqÄ_ÕNÜ_Ä_É×ÙØÚØ�ÅeÄ�Õ�Ø ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØÚÙØ<ÈÇÑ�ñ�ÑÃÈÇØ�Õ�Ó�ØÚÙ�Æ�Õ�ÕÑÔÛÔê�Ì×Ø
Pr

ØÔÛäÅqÓÃÆ�Õ_ÛvÅóË�Õ�Å�à�·SÕ%ñôË�É×Û�Ë�Õ�Å¦Ô�ËVÈÊÉåØÔÈqÌåØ
Gr∗

ê_ÕÆ�Ä�ÛqË�Ì�ÌåÆ�Õ�ÛqÙÆ�Õ�Ó
ÐYÆ\Ù_Éåö�ØÔÈ±Ù|ËVÕ_Û±Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�ÕPÙØJÖ\Ä_Ë�Õ�Å�ÉåÅÇÑ�ÙØJÐYÆ�ÄÁÔ�Ø�ÐÒØÔÕ�Å$Ì�æ ÑÔÖ\Ä�É�Ì×É×â�ÈÇØJØÔÕ�ÅÊÈÇØJÌåØ�Û±ñ�Æ�ÈÊÓ�Ø�Û±É×Õ�ØÃÈäÅ�ÉåØÔÌ�ÌåØ�ÛÃêUÌ×ØÔÛ±ñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛ|Ô�É×ÛÊÖ�ÄØ�Ä�ÛäØÔÛ±Ø�Å�Ì�Ë
Ü�Æ�ÅÇÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑ�à

Æ0à Ñ à ½  ×Ø� �¿
��
Gr∗

À�»X�¥�� ¾ � ��»f��ÁÃ��Á���

ÀIÎ|ËVÈäÅ�ÉåÈ<Ù�æ Ä_Õ�Ñ�ÅóË�Å<É�Õ�ÉåÅÊÉ�Ë�ÌLÆ
,�ÌåØÒÜ_Ä�É�ÙØ�Ø�ÛvÅ±ËVÄ�ÈÇØÃÎkÆ�ÛÔê�Ì�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØÒÄ�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒØ�ØÃÅ Ñ7��Ë�Ì×ØYè�Ì�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�ÄÈÇØ$ØÃë�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÄÈÇØ�ê�Æ�Õ
ËVÎ�Î|Ì×É�Ö�ÄØ è

t = 0
Ä�Õ�ØeÙØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑmÄ�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒØeÙ�ØeÓ�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔà\ú ÕYÈÇØj��ËVÈÊÙØmË�Ì×Æ�ÈÊÛcÎkÆ�ÄÈ1Ó�ò|Ë�ÓÃÄ�ÕJÙØÔÛ

Gr∗
Ì æ Ñ=Ô�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Ë�Ä6Ó�Æ�ÄÈÊÛSÙ_ÄÒÅÊØÔÐÒÎ|Û

ÙØ�Û-ÛäÅÇÈ�Ä�ÓóÅ�ÄÈÇØ�Û-Ù�æ ÑÔÓ�Æ�Ä_ÌåØÔÐYØÔÕ�Å�à
Gr∗ = 4.39×104 ³|ÀmÄ6âkÆ�Ä\ÅMÙ�æ ØÔÕ ÔÉ×ÈÇÆ�Õ6Ä_ÕØmÐYÉ×Õ\Ä\ÅÊØ�ê�Ì�ËÚÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ6Æ�âÅÊØÔÕ\ÄØeØÔÛvÅMÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÊØ�à�¹~ØÔÛ1Ì×É9��ÕØÔÛ1ÙØmÓ�Æ�Ä�È�Ë�Õ�ÅMÐÒÆ�Õ�ÅÇÈÊØÔÕ�ÅÄ�ÕÒÅÇÆ�Ä�ÈÇâ_É×Ì�ÌåÆ�ÕÒÎ_ÈÊÉ×Õ_ÓÃÉåÎkËVÌ ê�ÌåØ-Ü|Ä�É×Ù�ØqÙØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅSÌ×ØqÌåÆ�Õ��ÚÙØÔÛcÎ|ËVÈÇÆ�É×Ûcñ�ÈÇÆ�É�ÙØÔÛcÙ_ÄÒÓ=èÌ�É×Õ�Ù�ÈÇØ�à�¹cæ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕYÙØqÌ�Ë ñ�Æ�Õ�Ó�ÅÊÉ×Æ�ÕYÙØqÓ�Æ�Ä�È�Ë�Õ�Å
Ë�ÄÒÓÃÆ�Ä�ÈÊÛyÙ�Ä$ÅÊØÔÐYÎ_ÛyÉ×Ì�Ì×Ä_ÛvÅÊÈÇØ-Ì�Ë ÐYÉ×ÛÇØ�ØÔÕ�Î_Ì�Ë�Ó�Ø-Ù_Ä$ÅÊÆ�ÄÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ^�îÓ�ÈÇÆ�É×ÛÊÛÊË�Õ�ÓÃØ�ÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåïÃÈÊØ-Ù�ÄÒÐJË�ëÉ�Ð$Ä�ÐiÙØ-Ì�Ë ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�ÕYÙØ-ÓÃÆ�Ä�È�Ë�Õ�Å�à
¹tØÔÛMÉ×ÛäÆ�Å�òØÔÈÊÐÒØÔÛ1ÛÇÆ�Õ�ÅMÎ|Ì×Ä�ÛSÅóË�ÛÊÛäÑÃØÔÛMÙ_Ë�Õ�ÛMÌ�ËÚÎ|ËVÈäÅ�É×Ømò_Ë�ÄÅÇØ Ù�Ä�Ó-è�Ì×É�Õ�ÙÈÇØ<Ó�Ø Ö�Ä�É�ÐÒÆ�Õ�ÅÊÈÇØ Ö�ÄØ ÐJËVÌ9��ÈÇÑmÄ�Õ�Õ�Æ�Ð±â�ÈÇØ ÙØ

Gr∗
ÐYÆ\Ù�ÑÃÈÇÑ

Ì×ØÔÛ-ñ�Æ�È�Ó�ØÔÛ-ÙØ<Ü_Æ�ÅäÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑÚÕØÚÛÇÆ�Õ�Å-Î|Ë�Û-ÕÑ7��Ì×É9��Ø�ËVâ_ÌåØ�Ûuã�ØÔÕ�ÓÃÆ�Õ_Ù�Ä�Ó�ÅÊÉ×Æ�ÕNÎ_ÄÈÊØ�ê�Ì×ØÔÛ-É�ÛäÆ�Å�òØÃÈÊÐYØÔÛ�ÛÇØÃÈ�Ë�É×ØÔÕ�ÅqÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåïÔÈÇØÔÐÒØÔÕ�Å-Ø�ÛäÎ|Ë�Ó�ÑÔØÔÛ$äóà
Gr∗ = 2.19 × 105 ³eúmÕ�Æ�âÅ�ÉåØ�Õ�Å�è&ÕÆ�ÄFÔ�Ø�Ë�Ä�Ä�ÕØ.ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ�Î_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�ÅóË�Õ�ÅJÓ�Æ�Ð6ÐÒØ�ÎkÆ�ÄÈ6Ì×Ø�Î_ÈÇÑÔÓ�ÑÔÙ|Ë�Õ�Å Gr∗ Ä�ÕÅÊÆ�ÄÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ+Î_ÈÊÉ×Õ�ÓÔÉåÎ|Ë�Ì àSÍ1ØÃÎkØ�Õ�Ù_Ë�Õ�Å�êyÛÇÉMÆ�Õ�ÈÇØj��ËVÈÊÙØ�Ì�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�Ù_ÄÈ�Ë�Õ�Å6Ì×Ø�ÅÇÈóËVÕ_ÛÇÉåÅÇÆ�É×ÈÇØ�Ù�Ä+ÎkÆ�É�Õ�Å6Ó�ò|ËVÄ_Ù�êOÆ�Õ+Æ�â_ÛäØÔÈKÔ�Ø�Ö\Ä�æ É×Ì�ÛäØ
ÙÑÔÎ_Ì�Ë�ÓÃØÚÌåØ±ÌåÆ�Õ��YÙ�ØÚÌ�æéË�ëØ±ËjÔ�Ë�Õ�ÅeÙØÚÛÇØÚÙÑÔÓÔË�Ì×ØÃÈgÔ�ØÃÈÊÛqÌ�æ Ø�ë�ÅÊÑÔÈÊÉåØÔÄ�ÈqÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�Ä~æ É�Ì~Ë�ÅÇÅÊØÔÉ�Õ�ÅeÌåØ�Û

2/3
ÙØ±Ì�ËÒò_Ë�Ä\ÅÊØÔÄ�ÈqÙ�Ä�Ó-è�Ì×É�Õ�ÙÈÇØ�à_À2Ì�æ Ñ�ÅóË�Å

ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ�ê\Ì×Ø Ü_Ä�É�ÙØ Î_Ì×Ä_Û�ñ�ÈÇÆ�É×ÙNÛÊÉçÅ�ÄÑÚè$Ì�Ë$Ð¯OÔÐÒØ Ó�Æ�ÅÊØ Ö\ÄØ<ÌåØ ÎkÆ�É×Õ�Å-Ó�ò_Ë�Ä_ÙNË�Ä�È�Ë�ÉçÅMÅÊØÔÕ�Ù|Ë�Õ�Ó�Ø<è�ÙØÔÛÇÓÃØÔÕ�ÙÈÊØ�à_úeÈMÆ�ÕNÕ�æ Æ�â_ÛäØÔÈKÔ�Ø
Ö\Ä�æ Ä�ÕNÛäØ�Ä�Ì|ÅÊÆ�ÄÈÊâ_É×Ì�ÌåÆ�Õ�à|Ímæ ØÔÛvÅqÙÆ�Õ�Ó Ö\ÄØ<Ì×ØÔÛ�ñ�Æ�ÈÊÓ�Ø�Û�É×ÕØÔÈäÅ�ÉåØÔÌ�ÌåØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�Å�ØÔÕ_Ó�Æ�ÈÇØ<ÛÇÄ�í6ÛÊË�Õ�ÅÊØÔÛMÎkÆ�Ä�È�ÛÔæ Æ�Î�Î�Æ�ÛÇØÃÈ-è�Ì�Ë$Ü�Æ�ÅÇÅóËVâ_É×Ì�ÉçÅÊÑ Ø�ÕNÓ�ØÔÛ
ÎkÆ�É�Õ�Å�ÛÃà_úmÕJÎkØ�Ä\Å-ÛÃæéË�ÅÇÅÇØ�Õ�ÙÈÇØmÎkÆ�ÄÈ�ÙØÔÛ

Gr∗
Î_Ì�Ä�ÛMÉ�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�ÅÊÛ�è±ÓÃØ Ö�ÄØ ÓÃØ�Å�ÑÔÖ�Ä_É×Ì�Éåâ�ÈÇØ<ÛÇÆ�ÉåÅMÈÇÆ�ÐYÎ_ÄJØ�Å�Ù�Æ�Õ_Ó è±Ì æéË�Î_Î|ËVÈÊÉåÅÊÉ×Æ�Õ�Ù�æ Ä�Õ

ÅÊÆ�ÄÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ%ÛäØÔÓÃÆ�Õ_Ù_Ë�ÉåÈÇØ�à
Gr∗ = 4.39× 105 ³�üLÆ�ÄÈ�Ó�Ø Gr∗ ê\Ì×ØÔÛMñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛMÙØ Ü�Æ�ÅÇÅ�ËVâ|É×Ì�ÉçÅÊÑmÎ_ÈÇØÔÕ�ÕØ�Õ�Å-ÌåØ Î|Ë�ÛMÛÇÄ�ÈMÌ×ØÔÛMñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛMÉ�ÕØÃÈäÅ�É×ØÔÌ�ÌåØÔÛMÎkÆ�ÄÈ�ÌåØ�Û1ÎkÆ�É�Õ�Å�ÛMÛÇÉåÅ�ÄÑÔÛØÔÕ�ÅÊÈÇØJÌ�æéË�ë\Ø�ÙØ6ÈÇÑ=Ô�Æ�Ì×ÄÅÊÉ×Æ�Õ�Ø�Å�ÌåØ6Î�Æ�É�Õ�Å�Óóò_Ë�Ä�Ù�àtûvÌ1Ë�Î_Î|ËVÈ�Ë3f�Å�ÙÆ�Õ�Ó6Ä�Õ�ÅÊÆ�Ä�ÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ
ÛäØÔÓÃÆ�Õ_Ù_Ë�ÉåÈÊØ�àt¹tØÒÅÊÆ�ÄÈÊâ_É×Ì�ÌåÆ�Õ
Î�ÈÊÉ�Õ�ÓÃÉ×Î|Ë�ÌåØJØ�Å�ÌåØ
ÅÊÆ�ÄÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ�ÛÇØÔÓ�Æ�Õ�Ù|Ë�ÉåÈÇØ É�Õ�ÅÊØÃÈ�Ë���É�ÛÇÛÇØÔÕ�Å�àÀmÄ�Ó�Æ�ÄÈÊÛMÙ�ÄJÅÊØÔÐÒÎ|ÛÃê�ÎkÆ�ÄÈ�Ä_ÕJÎ|Ë�ÛMÙ�ØeÅÊØÔÐÒÎ_ÛMÙ�Ø

∆t = 0.05
É�Ì×Û�Ó�ÈÇÆ�É�ÛÇÛäØ�Õ�Å�Ø�Å-ÙÑÔÓ�ÈÇÆ�É�ÛÇÛÇØÔÕ�Å

ÎkÑÔÈÊÉåÆÙ�É�Ö�ÄØ�ÐÒØÔÕ�Å$ÛäØÔÐ$â_ÌåØÃ¾ ÅÇ¾aÉ×Ì êtÛÊË�Õ�Û±Ë�ÓÃÓÃÈÇÆ\ÓóòØÃÈ±Ä�Õ
ÐÒÆÙØ6ÛvÅóËVâ_Ì×Ø�à~ámØJÓ�Ø6ñ�Ë�ÉçÅ�ê~Ì×ØYÎkÆ�É�Õ�Å$Ó�ò|ËVÄ_Ù�ÛÇØ6ÙÑÃÎ_Ì�Ë�Ó�Ø6ØÔÕ�ÅÊÈÇØ6Ä_ÕØYÎkÆ�ÛÊÉçÅ�ÉåÆ�Õ
Î�ÈÊÆ\ÓóòØqÙØqÌ æéË�ëØ-Ø�Å1Ä�Õ�Ø-ÎkÆ�ÛÇÉçÅ�É×Æ�ÕÒÎ_Ì×Ä_ÛyØ�ë�Ó�ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØeË�Äæ��ÈÇïÔÛcÙ�ØqÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕYÙØqÌ�ËmÅ�Ë�É�Ì×Ì×ØqÙ�ØÔÛcÙØ�Ä\ë$ÅÊÆ�ÄÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ�ÛÔà�ú ÕYÕ�æ Æ�âÅ�É×ØÔÕ�Å1ÙÆ�Õ�Ó
Î|Ë�ÛeÎkÆ�ÄÈ Ó�Ø

Gr∗
ÙØ�ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�àküLÆ�ÄÈ Ä�Õ.Î|Ë�ÛmÙØ±ÅÊØÔÐÒÎ|ÛeÙØ

∆t = 0.01
Æ�Õ%Æ�â�ÅÊÉ×ØÔÕ�Å Ä�Õ�Ø$ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ.ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�è

ÕÆ�ÄFÔ�Ø�Ë�Ä~à_¹UËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Î_ÛäØ�Ä�ÙÆ�¾ ÎkÑÔÈÊÉåÆÙ�É�Ö�ÄØ±ÛÇØÔÐ±â|ÌåØ±ÙÆ�Õ�ÓkOÃÅÇÈÊØÚÄ�Õ.ËVÈäÅÊØÔñôË�ÓóÅeÕ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\ÄØ�à
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���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

ûvÌ-Ó�Æ�Õ6Ô�ÉåØ�Õ�ÅJÙ�Ø%ÛÊÉP��Õ_Ë�Ì×ØÃÈ6Ö�Ä�Ø%Ì æéËVÄÅÊØÔÄÈ6ÙØ.Ì�æéËVÈäÅ�É×ÓÃÌ×Ø.É×Õ�Ù_É×Ö\ÄØ.Ö�ÄØ.Ó�Æ�Õ�ÅÇÈóËVÉ×ÈÇØÔÐYØÔÕ�Å�è&Ù�æéË�Ä\ÅÊÈÇØÔÛÒÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØÔÛÃêcÉ�Ì�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�Å6ÎkÆ�ÄÈ6Ó�Ø
ÉmÈóËVÛÊòÆ�ñcÄ�ÕØÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóËVâ_Ì×ØYèJÙØÔÄë%ÅÊÆ�ÄÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ�ÛÃê�ÙØÔÛ ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛmÎkÑÃÈÊÉåÆÙ�É�Ö�Ä�ØÔÛ Õ�æéËVÎ�ÎkËVÈ�Ë�É×ÛÇÛ�Ë�Õ�Å<Ö�Ä~æ Ë�Äë�ÕÆ�Ð$â�ÈÇØÔÛ ÙØ?ÉmÈ�Ë�ÛÇò�Æ�ñ
Î_Ì�Ä�ÛcÑÔÌåØjÔ�ÑÔÛÔà�ìeÆ�Ä_ÛSËjÔ�Æ�Õ�ÛSÙÆ�Õ�Ó�ÈÇÑ�Ë�Ì�É×ÛÇÑqÖ�Ä�ØÔÌ×Ö\ÄØÔÛSÛÇÉ�Ð$Ä_Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ_ÛSèmÎ_Ì�Ä�ÛSò_Ë�Ä\ÅgÉmÈ�Ë�ÛÇò�Æ�ñaà�À�ÕÆ�ÄÁÔ�Ø�Ë�Ä�ê�ÛäØÔÌ×Æ�ÕYÌåØqÎ|Ë�ÛcÙØ�ÅÊØÔÐYÎ_ÛcÓ�òÆ�É�ÛÇÉ�ê
Æ�Õ�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�ÅeÄ�Õ�ØÚÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ%ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ<ÎkÆ�ÄÈqÄ_ÕNÎkØÃÅÊÉåÅqÎ|Ë�ÛqÙØ<ÅÇØ�ÐÒÎ_Û^ç_Ä�ÕØ±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Î_ÛÇØÔÄ�ÙÆ�¾ Î�ÑÃÈÊÉåÆÙ�É�Ö�Ä�Ø$ËVÄ%ÙØÔÌ�ËÒÙ~æ Ä_ÕNÎkËVÛqÙØ
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Température

VAL − ISO

> 0.00E+00

< 1.27E−01

 4.55E−03

 1.36E−02

 2.27E−02

 3.18E−02

 4.09E−02

 5.00E−02

 5.91E−02

 6.82E−02

 7.73E−02

 8.64E−02

 9.55E−02

 0.10

 0.11

 0.12

ÅZÆÁÇZÈ ���^É
Gr∗ = 4.39× 104 ê_ºUØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ
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Fonction de courant

VAL − ISO

> 0.00E+00

< 3.20E+00

 0.11

 0.34

 0.57

 0.80

  1.0

  1.3

  1.5

  1.7

  1.9

  2.2

  2.4

  2.6

  2.9

  3.1

COMPOSANTESVECTEURSUX  UY

ÅZÆÁÇZÈ ÿV¼lÉ
Gr∗ = 4.39× 104 ê � ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØ<Ø�ÅeÌ�ÉP��Õ�ØÚÙØ±Ó�Æ�Ä�È�Ë�Õ�Å

Pression

VAL − ISO

>−9.94E+01

< 8.16E+03

 1.96E+02

 7.86E+02

 1.38E+03

 1.97E+03

 2.56E+03

 3.15E+03

 3.74E+03

 4.33E+03

 4.91E+03

 5.50E+03

 6.09E+03

 6.68E+03

 7.27E+03

 7.86E+03

ÅZÆÁÇZÈ ÿÁ�«É
Gr∗ = 4.39× 104 ê�ücÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ
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