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Maillage et points CENTRE

ÅZÆÁÇZÈ È©É�¶&ËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø<ØÃÅqÎkÆ�É×Õ�ÅÊÛmÍM·Sìmº-»q·

Vecteur vitesse et sa norme

VAL − ISO

> 1.00E+00

< 5.83E+00

  1.0

  1.3

  1.5

  1.7

  1.9

  2.2

  2.4

  2.6

  2.8

  3.1

  3.3

  3.5

  3.8

  4.0

  4.2

  4.4

  4.7

  4.9

  5.1

  5.3

  5.6

  5.8

COMPOSANTESVECTEURSUX  UY

ÅZÆÁÇ�È ¿$É � ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ<Ø�ÅeÛ�ËÒÕ
Æ�ÈÊÐÒØ
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Erreur relative : r et ELNO(NOEL(r))

VAL − ISO

>−4.05E−01

< 9.10E−02

−0.40

−0.38

−0.35

−0.33

−0.31

−0.28

−0.26

−0.24

−0.22

−0.19

−0.17

−0.15

−0.12

−9.88E−02

−7.56E−02

−5.23E−02

−2.91E−02

−5.85E−03

 1.74E−02

 4.06E−02

 6.39E−02

 8.71E−02

ÅZÆÁÇZÈ !^É�·cÈÇÈÇØÔÄ
ÈqÈÇØÔÌ�Ë�Å�ÉPÔ�ØÚØÔÕ�ÅÇÈÊØ<È-Ø�Åe·S¹Uì úæã ì ú ·S¹Øã�È-äYä
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è �ré?âÎ®|¡f�=©�¯ £¥¢µ´=® ¬=êÎ®�´=¢¦â¥¹

R�w % ��x�&�ptjkZ�^('Jp~Z�]
`ydmdÚpUbos
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Ø
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ÈÔà
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Ø±Ì�ËYÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈeÛäÆ�Õ�ÅqØÃë
ò�É×âkÑÃØÔÛÚý
.
Ä�Õ
Ø±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�â_É�Ì×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØ�ê

.
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Ø±ÛÇÉ�Õ�Ä�ÛÇÆ�á Ù
Ø$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØ�à

¹LËÒÛäÆ�Ì×Ä
Å�ÉåÆ�ÕNâ|É×Ì�É×Õ
Ñ�ËVÉ×ÈÇØÚÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊÈ�ËÒÙ�æéËVÎ�Î�ÈÇÑÔÓÔÉåØÃÈeÌ�æ ØÃÈÊÈÇØÔÄ
ÈqÙ~æéË�Î_Î�ÈÇÆ�ë�É×Ð6Ë�Å�É×Æ�ÕNÎ|ËVÈqÓ�Æ�ÐYÎ|ËVÈ�Ë�É×ÛÇÆ�Õ%ËjÔ�Ø�Ó<Ì�ËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�ÌåÑÔØ�à_üLÆ�Ä
È
Ó�Ø�Ì�Ë
êSÙ�É9ÝkÑÃÈÇØ�Õ�Å�ÛJÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛJÛÇØÃÈÇÆ�Õ�Å�Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÔÛ.ýSÄ�Õ!Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø%ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ØÃÈJÙ�Ø.Ö\Ä_Ë�Ù
È�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛ6Ø�Å�Ä�Õ!Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø%ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ØÃÈJÙ�Ø�ÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛÃà
¹Sæ Ä
ÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ&Ù�æ Ä�Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØÒÉåÈÇÈÊÑj��Ä�Ì×É×ØÃÈ<Ù
ØYÖ�Ä|ËVÙ�È�Ë�ÕF��ÌåØ�Û ÐÒØ�ÅÇÅÊÈ�Ë6Ø�Õ�Ñ=Ô
É�Ù
ØÔÕ_Ó�ØÒÄ_Õ&Ë�Ä\ÅÊÈÇØ$Å è
ÎkØÒÙ�æ ØÃÈÇÈÇØ�Ä
È<Ì×É×ÑÃØ6èJÌ�æ Ä
ÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ&Ù
Ø
ÐYÑ�Å�ò
Æ
Ù
ØÔÛ-Ù�æ É�Õ�ÅÊÑj��È�Ë�Å�ÉåÆ�Õ%Õ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ�Ö�Ä
Ø�à
¹LËmÛäÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�ÛÊÉ×Õ\Ä�ÛäÆ�áaÙ
Ø-Ë�ÐYÆ�ÈÇÅÊÉ×ØMÎkØÃÈÊÐYØ�ÅÇÅÊÈ�ËeÙ�æ ØÔÛäÅ�É×ÐÒØÔÈyÌ�æ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØ-Ù
Ø�ÓÃÆ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØ�Ù_Ä�ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6Ë
àVüLÆ�Ä�ÈyÓ�ØÔÌ�Ë
êVÎ_Ì�Ä�ÛÇÉ×ØÔÄ
È�ÛOÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì�ÛyÛäØÔÈÇÆ�Õ�Å
ÈÇÑ�ËVÌ�É×ÛÇÑÔÛ-ØÔÕ�È�ËVí6Õ_Ë�Õ�ÅeÌ×ØÚÐJË�É×Ì�Ì�Ë���Ø�à_¹cæ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØÚÙ_Ä�ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6ËÒÛäØÃÈóË�Ô
É�ÛÇÄ_Ë�Ì�É×ÛäÑÚØ�Õ�ÅÊÈ�Ë�õÔË�Õ�ÅeÌ æ ÑjÔ�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%Ù
Ø±Ì æ ØÔÈÇÈÇØÔÄ
ÈqØÔÕ%ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�Õ�Ù_ÄNÎkËVÛ
Ù
Ø±Ù�É�ÛÇÓ�ÈÇÑÃÅÊÉ�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ~à
¹tØ�ðoØÔÄ%Ù
Ø±Ù
Æ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ-ÎkÆ�Ä
ÈmÍMÀ<´\ºq½�¶·ã�ØÔÕ%Ì�ËVÕ���Ë���Øu��É×â_É�Ë�Õ
Ø	äMÛÇØ ÅÊÈÇÆ�ÄÁÔ�Ø±èÒÌ�Ë�ö_Õ%Ù�Ä%º-üLà

Ñ à ½ à ½ ­nÒ »X�F�	���C�Â
���
��Ä��ÓX�º
��Á»��

Í1Ø�ÅÇÅÊØ<Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�ÐÒÆ
Ù
Ñ�Ì×É�ÛäØÚÌ×ØÔÛ�ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇñ�ØÃÈäÅ�ÛMÅ�ò
ØÃÈÊÐ6É×Ö\Ä
ØÔÛ�ÎkËVÈqÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÓóÅ�ÉåÆ�Õ�Ø�ÅeÛÔæ Ñ�Ó�ÈÊÉçÅ

ρcp
∂T

∂t
= div(λ~∇T )

Æ
,
T
Ù
ÑÔÛÊÉP��Õ
Ø&Ì�Ë�ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ ã�ØÔÕ

K
ä�ç
ρ
Ì�Ë
Ù�ØÔÕ�ÛÊÉçÅÊÑ ã�ØÔÕ

kg/m3 äCç cp
Ì�ËPÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈNÛÇÎkÑÔÓÃÉ×ö_Ö�Ä�Ø&è
Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ�Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØ ã�ØÔÕ

J/kg/K
ä�ç
λ
Ì�ËÒÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÓóÅ�ÉåÔ�ÉçÅÊÑ<Å�ò
ØÃÈÊÐ6É×Ö\Ä
Ø?ã�ØÔÕ

W/m/K
äóà

·SÕYÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÛÊË�Õ�ÅSÖ\Ä
ØqÌ×ØÔÛyÎ�ÈÊÆ�Î_ÈÊÉåÑÃÅÇÑ�ÛcÐ6Ë�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÌ×Ì×ØÔÛcÛÇÆ�Õ�ÅSÉ�Õ�Ù
ÑÔÎkØÔÕ�Ù|ËVÕ�ÅÊØÔÛSÙ�Ä�ÅÊØÔÐÒÎ|ÛyØ�ÅSÙ�ØqÌ�æ ØÔÛÇÎ|Ë�Ó�Ø-Ø�Å1Ö�Ä�ØqÌåØeÐ6Ë�ÅÊÑÃÈÊÉ�Ë�ÄÒØÔÛäÅSÉ�ÛäÆ�ÅÊÈÇÆ�ÎkØ�ê
Ì æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ�ËYÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈeÛÃæ ÑÔÓ�È�ÉçÅ

∂T

∂t
= α∆T

Æ
,
α = λ/(ρcp)

Ù
ÑÔÛÊÉP��Õ
Ø±Ì�ËÒÙ_ÉPÝ�Ä_ÛÇÉåÔ�ÉçÅÊÑ<Å�ò�ØÃÈÊÐYÉ�Ö�Ä
Ø¿ã�ØÔÕ
m2/s

äóà
üLÆ�Ä
È�Î�Æ�ÄFÔ�Æ�É×È�ÈÇÑÔÛÇÆ�Ä_Ù
ÈÇØ<Ó�Ø<Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ�ê
Æ�ÕNÙ
Æ�ÉåÅ-ÓÃÆ�Õ_Õ_Ë3f�ÅÊÈÇØÚÌåØ<Óóò_Ë�ÐÒÎ�Ù�ØmÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ<è�Ì æ É�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅqÉ×Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì~Ë�É×Õ_ÛÇÉ�Ö�Ä
ØÚÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ
Ë�ÄJÓ�Æ�Ä�ÈÊÛ1Ù�ÄYÅÊØÔÐYÎ_Û1Ù
ØmÌ�Ë<ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÊØ�ã�Æ�ÄJÙ
ØmÛÇÆ�Õ6Ü_Ä\ëºäSèÚÌ�Ë±ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�É×ïÃÈÇØmÙ�Ä�Ù
Æ�Ð6Ë�É�Õ
Øq� Ì×ØeÎ�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØeØÔÛvÅMØÔÌ�Ì×É×Î
Å�É×Ö\Ä
ØmØÔÕ6Ø�ÛäÎ|Ë�Ó�Ø
Ø�ÅqÎkËVÈ�ËVâkÆ�Ì×É�Ö�Ä
ØÚØÔÕNÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔà
´\É�Æ�Õ%ÛÃæ É×Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛäØ±Ë�ÄNÈÊÑj��É×ÐYØ<ÎkØÃÈÊÐ6Ë�Õ�ØÔÕ�Å�ê

T
ØÔÛäÅeÛäÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�Ù�Ø

∆T = 0



w'x7y�z|{CÄ	�	~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

¹tØ-Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqØÔÛvÅMË�ÌåÆ�ÈÊÛcâ_É×ØÔÕÒÎ�Æ�ÛÇÑeè<Ó�Æ�Õ�Ù_ÉçÅ�É×Æ�Õ6Ù
ØeÓ�Æ�Õ�Õ|ËUf�ÅÊÈÇØqÌ×ØÔÛ]Ô�Ë�Ì×ØÔÄ
ÈÊÛSÙ
ØeÌ�ËmÅÊØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØBã�Æ�ÄYÙ
ØeÛäÆ�ÕÒÜ|Ä\ë�äcè Ì�Ë<ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÇØeÙ�Ä
Ù
Æ�ÐJË�É×Õ
ØmèÚÌ æ ÑÃÅ�Ë�ÅMÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØ��*Ó�Ë�ÈóËVÓ�ÅÊÑÃÈÊÉ×ÛäÅ�É×Ö\Ä
ØeÙ�æ Ä�ÕYÎ_ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqØÔÌ�Ì×É×Î
Å�É×Ö\Ä
ØeØÔÕYØ�ÛäÎ|Ë�Ó�Ø�à\´
É_ÌåØeÜ_Ä\ëYØÔÛäÅ1É�ÐÒÎkÆ�ÛäÑeÛÇÄ�È1Ì�æ ØÔÕ�ÛÇØÔÐ$â_ÌåØ
Ù
Ø%Ì�Ë�ñ�ÈÊÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÊØ�Ì�Ë�ÛÇÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ+Ø�ÛvÅ6Ó�Æ�Õ_Õ�Ä
Ø.è�Ä_Õ
Ø%Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØNÎ_ÈÇïÔÛÃày·SÕ�É×Õ_ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�Î|ËVÈYÓ�Æ�Õ�ÅÊÈÇØ�êyÛÇÉ�Ì×Ø�Ü_Ä
ë+ØÔÛvÅ6É�ÐÒÎkÆ�ÛäÑ%ÛÇÄ�È
Ì æ Ø�Õ�ÛäØ�Ð±â_Ì×Ø±Ù
ØÚÌ�ËÒñ�ÈÇÆ�Õ�ÅÊÉ×ïÃÈÇØ±Ì�ËÒÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕNØ�ÛvÅqÎ|ËVÈÊñôË�ÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅeÓ�Æ�Õ�Õ�Ä�Ø�ê_Ì×ØÔÛ-ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛqÉ×Õ_ÉçÅ�É�Ë�Ì×ØÔÛ-ö
ë_Ë�Õ�ÅmÌ�Ë�Ô�Ë�ÌåØÔÄ�ÈqÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØ�à

Ñ à ½ à Ê ² ��
b»^�	������ÀÌÖf���7�����I»�
b��ÏÁ�	�IÀ?
���
�� ¾IÒ »X�F�	���C�þ
f��
��ý��Ó���
��F»X�

üLÆ�Ä
ÈeÌåØÔÛ-âkØÔÛÇÆ�É×Õ_Û-Ù
Ø±Ó�ØÚº-üOê_Õ
Æ�Ä�ÛeËjÔ�Æ�Õ_Û�Ø�ë�ò�É×âkÑÚÙ�ØÔÄ\ë�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛqÛvÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØÔÛ�ÎkËVÈäÅ�É×ÓÃÄ_Ì×É×ïÃÈÇØÔÛqÙ
Ø±Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%Ù
Ø±Ì�ËÒÓóò_Ë�ÌåØÔÄ�ÈÚý
.
Ä�Õ
Ø±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�â_É�Ì×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØ�ê

.
Ä�Õ
Ø±ÛÇÉ�Õ�Ä�ÛÇÆ�á Ù
Ø$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØ�à

¹tØÒÙ
Æ�ÐJË�É×Õ
ØYÓ�Æ�Õ�ÛÊÉ×Ù�ÑÃÈÇÑYÙ_Ë�Õ�Û<Õ
Æ�Û<ÓÔË�Ì×ÓÔÄ�Ì×Û<ØÔÛvÅÚÄ_Õ
ØÒÎ_Ì�ËVÖ\Ä
ØYÓ�ËVÈÇÈÇÑÃØYò
Æ�ÐÒÆ6��ïÔÕ
ØYÙ
ØYÓ�Æ�ÅÊÑ¥��ã
(x, y) ∈ [0 ; 1]2

äóà�¹~Ø�Û Ó�Æ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�Û
Ë�Ä\ëNÌ×É�ÐYÉçÅÊØÔÛ�ÛÇØÃÈÇÆ�Õ�ÅqÙ_Ë�Õ�Û�Ó�ò|Ë�Ö�Ä
Ø<ÓÔË�Û�Ì×ØÔÛMÈÇØÔÛäÅÊÈÊÉ×ÓóÅ�É×Æ�Õ�Û-è$Ì�Ë�ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÃÈÇØ<Ù�Ø Ì�Ë�ÛäÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�è$Ì æ ÑÃÅóË�Å-ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
üLÆ�Ä
È-ÌåØ�Û�ÐÒÑ�Å�ò
Æ
Ù
Ø�Û
ñ�ËVÉ�ÛÊË�Õ�ÅeÉ×Õ�ÅÇØÔÈKÔ�Ø�Õ�ÉåÈeÌ×Ø ÅÊØÔÐYÎ_ÛÃê|èÒÌ�æ É�Õ�ÛvÅóË�Õ�ÅeÉ�Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì�ê|Ì�Ë�ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØÚÛÇØÃÈ�ËÒÛÇÄ
Î_ÎkÆ�ÛäÑÃØ±Ä�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒÑ�ÐÒØÔÕ�ÅqÕ\Ä�Ì�ÌåØ�à
² ��
b»'������� Ë �b
b�b� ¾ �����	�
¹Sæ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈqØÔÛäÅ¦Ô�ÑÃÈÊÉ×ö�ÑÃØÚÎ�Æ�Ä�ÈÚý

T (x, y) = ax+ by + cxy + d

ú Õ%Î�ÈÇØ�Õ�Ù
È�ËYÎkÆ�Ä�ÈmÌåØÔÛ ËVÎ�Î_Ì�É×Ó�Ë�Å�É×Æ�Õ�ÛeÕ\Ä�ÐÒÑÔÈÊÉ×Ö\Ä
ØÔÛ
a = 1

ê
b = 1

ê
c = 2

Ø�Å
d = 3

à�Í1Ø�ÅÇÅÊØ$ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ.ØÔÛvÅdÔ�É×ÛÊÄ_Ë�Ì×É�ÛäÑÃØ¥ã µOÉP�°Ç6äóàkÀ Ì�Ë
ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÔÈÇØÚÙ�Ä%Ù
Æ�ÐJËVÉ�Õ
Ø�ê_Ì×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�ÅeÙ
Æ�Õ�ÓYý

T (x, y) =





ax+ d
Î�Æ�Ä�È

(x, y) ∈ [0 ; 1]× 0
(a+ c)x+ (d+ b)

ÎkÆ�Ä
È
(x, y) ∈ [0 ; 1]× 1

by + d
Î�Æ�Ä�È

(x, y) ∈ 0× [0 ; 1]
(b+ c)y + (d+ a)

ÎkÆ�Ä
È
(x, y) ∈ 1× [0 ; 1]

² �b�'»�À7��ëe
f����Ã��º�7�����
¹Sæ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈqØÔÛäÅ¦Ô�ÑÃÈÊÉ×ö�ÑÃØÚÎ�Æ�Ä�ÈÚý

T (x, y) = a e−by sin(bx) + d

ú Õ&Î�ÈÇØ�Õ�Ù
È�ËNÎkÆ�Ä�ÈÚÌ×ØÔÛ$ËVÎ�Î_Ì�É×ÓÔË�Å�É×Æ�Õ_ÛÚÕ\Ä�ÐÒÑÔÈÊÉ×Ö\Ä
ØÔÛ
b = π/2

ê
a = 1

Ø�Å
d = 0.2

àUÍ1ØÃÅäÅÊØ6ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ&ØÔÛäÅ|Ô�É×ÛÊÄ_Ë�Ì×É�ÛäÑÃØ�ã µOÉP��Õ äóàtÀ Ì�Ë
ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÉåïÔÈÇØÚÙ�Ä%Ù
Æ�ÐJËVÉ�Õ
Ø�ê_Ì×ØÔÛqÓ�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÊØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�ÅeÙ
Æ�Õ�ÓYý

T (x, y) =





a sin(bx) + d
ÎkÆ�Ä
È

(x, y) ∈ [0 ; 1]× 0
a e−b sin(bx) + d

ÎkÆ�Ä
È
(x, y) ∈ [0 ; 1]× 1

d
ÎkÆ�Ä
È

(x, y) ∈ 0× [0 ; 1]
a e−by sin(b) + d

ÎkÆ�Ä
È
(x, y) ∈ 1× [0 ; 1]

Ñ à ½ à Ñ ¬ �Á��ÓX�I����Ó���
���»�����À7��
b»^�	�b���ÂÀ=���F�	�����f�X�º���	�

¹tÆ�È�ÛÇÖ�Ä~æ É�Ì�Ø�ë�É×ÛäÅÇØÚÄ_Õ
ØÚÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ±è�Ä_ÕNÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÇÉåÅÊÆ�ÉåÈÇØ<Ø�ÅqÖ\Ä
ØÚÛÇØÔÄ�Ì×Ø<ÓÃØ�ÅÇÅÇØÚÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕNÕ�Æ�Ä�Û-É×Õ�ÅÊÑÃÈÇØÔÛÊÛäØ�ê
Æ�ÕNÎkØÔÄ
Å
Óóò
ØÃÈÊÓóò
ØÃÈ<èJÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É×ÛÇØÃÈ Ù�É×ÈÇØÔÓ�ÅÇØ�ÐÒØÔÕ�Å Ì×ØÔÛmÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�ÛmÑÔÓ�ÈÊÉåÅÇØ�ÛeØÔÕ�ÈÇÑj��É�ÐÒØ$ÎkØÃÈÊÐJËVÕ�ØÔÕ�Å Æ�Ä�Ó�Æ�Õ_ÛÇÉ×Ù�ÑÃÈÇØÃÈ Ì×Ø$Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØ±ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÉçÅÊÆ�ÉåÈÊØ±ØÃÅ
ÉåÅÊÑÃÈÇØÃÈ-Ø�Õ�ÅÊØÔÐÒÎ|ÛOðvÄ_ÛÇÖ�Ä~æ èYÌ�æ Æ�â
ÅÊØÔÕ�Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ æ ÑÃÅ�Ë�ÅeÛäÅóË�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
ã ¾ ��ÓX�^
���À=�	�Á�������f�X�º���	�



w'x7y�z|{CÄ���~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

¹Sæ Ë�Ì9��Æ�ÈÊÉçÅ�ò�ÐYØÒÌ×ØYÎ_Ì�Ä�ÛÚÕ_Ë�Å�Ä
ÈÇØ�ÌLÎ�Æ�Ä�ÈÚÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈ±Ì�ËNÛÇÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØYÙ~æ Ä�Õ�Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØ�ÅÊÈ�Ë�Õ_ÛÇÉçÅÊÆ�É×ÈÇØYÓÃÆ�Õ_ÛÇÉ�ÛvÅÊØ6èNÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É�ÛäØÃÈ±ÌåØ
Î�ÈÊÆ�â|ÌåïÔÐYØ<ÎkØÔÈÊÐ6Ë�Õ
ØÔÕ�Å�à
¹LËÚÙ�É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�ÕJÙ
ØÔÛSÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Û1Ó�Æ�Õ�Ù_Ä�ÉçÅ-èÚÄ�ÕJÛ[è�ÛvÅÊïÔÐÒØmÐ6Ë�ÅÊÈÊÉ×ÓÔÉåØÔÌ|Ù
ØmÌ�ËÚñ�Æ�ÈÊÐÒØ

Ax = b
à
´
É|ÌåØeÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØqÅÊÈ�Ë�ÉçÅÊÑqØ�ÛvÅkì¿LJS5íeö�L�üeé�ê�Ì�Ë

ÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø
A
ØÔÛäÅeèÒÓ�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�ÅÊÛqÓ�Æ�Õ�ÛäÅóË�Õ�Å�ÛÃà�ûvÌ~ÛÇÄ
íÒÅeÙ
Ø±Ì�æ É×Õ Ô�ØÔÈÊÛäØÃÈmËVÎ�ÈÇïÔÛeËjÔ�Æ�É×ÈqÉ�ÐÒÎkÆ�ÛäÑÚÌ×ØÔÛ-ÓÃÆ�Õ�Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�ÛeË�Ä\ë�Ì×É�ÐYÉåÅÇØ�Û�ÎkÆ�Ä
È-Æ�â�ÅÇØ�Õ�ÉåÈ

Ì�ËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�à
á<Ë�Õ�Û$Ì×Ø�ÓÔË�Û±Æ
,PÌåØJÎ�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØ6Ø�ÛvÅÞS�Q�S}ìîLïS5íeö�Lúüeé�êUÌ�Ë.Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ×ÓÃØJÕ�æ ØÔÛäÅ$Î_Ì�Ä�Û�è.Ó�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�Å�Û$Ó�Æ�Õ�ÛäÅóË�Õ�Å�ÛÃàOÍ1ØÔÄ
ë�¾aÓÔÉSÙ
ÑÔÎkØÔÕ�Ù�ØÔÕ�ÅÒÙ
Ø�Ì�Ë
ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ�ý

A(x)x = b.üLÆ�Ä
È%Ì æ ÑÔÖ�Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ"Ù
Ø
Ì�Ë�Ó�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔê-ÌåØ�Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØ&ØÔÛäÅ.Õ
Æ�Õ"Ì×É�Õ
Ñ�Ë�É×ÈÇØ
ÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�Ä
Ø
Ì�æ Ä�Õ
Ø
Ù
ØÔÛ�Î�ÈÇÆ�Î�ÈÊÉ×Ñ�ÅÊÑÔÛ�Ð6Ë�ÅÊÑÃÈ�ÉåØÔÌ�ÌåØÔÛ%Ù
ÑÃÎ�ØÔÕ�Ù�Ù
Ø�Ì�Ë
ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ�à_ùmÕ
Ø±ÐÒÑÃÅÊò�Æ\Ù�ØÚÙ�Ø±üSÉ×ÓÔËVÈÊÙÞ� Ù
Ø±ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�ê_Ù�ØÚÎkÆ�É×Õ�Åqö�ë\Ø�êléjêSë	ì4� Ø�ÛvÅmË�Ì×Æ�ÈÊÛqÄ\Å�É�Ì×É�ÛäÑÃØ$ËVö|Õ%Ù
Ø±Ì�É×Õ
Ñ�Ë�È�É×ÛäØÔÈeÌ�ËYñ�Æ�ÈÊÐYØ
ÐJË�ÅÊÈÊÉ�ÓÃÉ×ØÔÌ×Ì×Ø<Æ�â�ÅÇØ�Õ�Ä
Ø$èÒÌ�æ É�ÛÇÛÇÄ�ØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÙ�É�ÛÇÓ�ÈÇÑÃÅÊÉ�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ�ý
É�ûvÕ�ÉçÅ�É�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈ

x0É�üLÆ�Ä�È
k > 0É"Í�Ë�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈ

δx = ||xk+1 − xk||É�ºOË�Õ�ÅqÖ\Ä
Ø
δx ≤ εÉ�»-Ñ�ÛäÆ�Ä�Ù
ÈÊØ
A(xk)xk+1 = b(xk)¹LËÚÓ�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ_Ó�ØeÙ�ØeÌ�ËÚÐÒÑÃÅÊò�Æ\Ù�Ø¦Ô�ØÔÈÊÛSÌ�ËÚÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ6Î_ò è
ÛÊÉ×Ö�Ä�ØeØÔÛvÅMÛÇÆ�ÄÁÔ�ØÔÕ�ÅMÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ÑÔÐ6Ë�Å�É×Ö\Ä
Ø�à�·SÌ�ÌåØmÙ
ÑÃÎkØ�Õ�ÙJñ�Æ�ÈäÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅMÙ�ÄJÓ�ò
Æ�Éåë6Ù�Ä

Î�ÈÊØÔÐYÉ×ØÃÈ-ÉåÅÇÑÔÈÇÑ
x0
Ø�ÅqÙ_ÄNÓ�Æ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�Õ
ØÔÐYØÔÕ�ÅeÙ
Ø<Ì�Ë�Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�à�ücÌ�Ä�Û

x0
ØÔÛvÅ-Î_ÈÇÆ\Óóò
ØÚÙ
Ø<Ì�Ë�ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Ó�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ÑÃØ<Î_Ì×Ä_Û�Æ�Õ�Ë�Ù
ØÚÓ�ò|ËVÕ_Ó�ØÔÛ

Ù
Ø±Ó�Æ�Õ Ô�ØÔÈY��ØÃÈÔà_á<Ë�Õ�ÛqÙ
Ø±Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØ�Ä\ë�ÓÔË�ÛÃê_Ä�Õ�ØÚÉ�Õ�ÉåÅ�É�Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ%Î�ÈÇÆ
Ó�ò
Ø±Ù�ØÚÌ�ËÒÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%Ó�ò
ØÃÈ�Ó�ò
ÑÃØÚØ�ÛvÅeÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ±Ó�Ø±Ö�Ä�ÉtÓ�Æ�Õ�Ù�Ä_ÉçÅ è
Ì�Ë<Ù�ÉPÔ�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØeÙ
ØeÌ�ËÚÐÒÑ�Å�ò
Æ
Ù
Ø�à\Ímæ Ø�ÛvÅSÎkÆ�Ä
È�Ö�Ä
Æ�É ê�Ù_Ë�Õ�ÛSÌ×ØeÓÔË�ÛcÙ�ØqÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÔÛSÕ
Æ�Õ
¾aÌ×É�Õ
Ñ�Ë�É×ÈÇØÔÛÃê�Æ�ÕYÈÇØÔÓ�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ØeÌ�æ Ñ�ÅóË�Å1ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØqØÔÕ
ÅóË�Õ�ÅyÖ\Ä
Ø�Ì×É�ÐYÉåÅÊØ�Ë�ÛKè
ÐÒÎ�ÅÇÆ�Å�É�Ö�Ä
Ø�Ù�Ä$Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐYØMÉ×Õ�ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�àV·SÕ�É×Õ�ÅÊÈÇÆ
Ù�Ä�É�ÛÊË�Õ�ÅyÌ×Ø1ÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔê�Æ�Õ�ÐÒÆ
Ù�É×ö�ØMÌ�ËeÕ_Ë�Å�Ä
ÈÊØMÐ6Ë�Å�ò
Ñ�Ð6Ë�Å�É×Ö\Ä
Ø
Ù�ÄJÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØmÓ�ØmÖ�Ä�É|ÎkØÃÈÊÐYØ�ÅMÙ_Ë�Õ�Û1Ó�ØÃÈäÅóË�É�Õ�Û1ÓÔË�Û1Ù�æéËjÔ�Æ�É×È1Ä_Õ6Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØmÐYÉ×ØÔÄ\ëYÎkÆ�ÛÇÑ�ç�ØÔÕÚðoÆ�Ä_Ë�Õ�Å�ÛÇÄ
ÈMÌ�ËqÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈMÙ�Ä6Î|Ë�Û1Ù
ØqÅÊØÔÐÒÎ|Û
Ì×ØÚÓÃÆ�Õ_Ù�ÉåÅÊÉ×Æ�Õ�Õ
Ø�ÐÒØÔÕ�ÅqÎkØÔÄ\Å�OÃÅÇÈÊØ±Ë�ÐÒÑÔÌ�ÉåÆ�ÈÇÑÚØ�ÅeÌ�ËÒÙ�Æ�Ð6É×Õ|ËVÕ_Ó�ØÚÙ�ØÚÌ�ËÒÙ�É�Ë	��Æ�Õ|ËVÌ×ØÚÈÇØÔÕ�ñ�Æ�È�Ó�ÑÃØ�à
ã ¾ ��ÓX�^
����b��À=���F���������������	�
´\Ä�Î�ÎkÆ�ÛäÆ�Õ_Û$Ì�Ë.ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ+Ó�Æ�Õ�Õ\Ä
Ø�Ë�Ä�ÅÊØÔÐYÎ_Û

tn = n∆t
àyúmÕ+Óóò
ØÃÈÊÓóò
Ø�è%Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä
ØÔÈ�Ì�Ë.ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ+Ù
ØNÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�ÕPÙ
ØNÌ�Ë.Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄ
ÈYË�Ä

ÅÊØÔÐYÎ_Û
tn+1 = (n + 1)∆t

à�´
Ä�ÉPÔ�Ë�Õ�Å�ÌåØ.ÅÊØÔÐÒÎ_ÛNË�Ä�Ö\Ä
ØÔÌqÆ�Õ!Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä
Ø&ÌåØ�¹LË�Î|Ì�Ë�ÓÃÉ×ØÔÕ�Ù
Ø.ÅÊØÔÐÒÎ�ÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ�êSÆ�Õ�Æ�â
Å�É×ØÔÕ�Å�Ä�Õ�ÛÇÓóò
ÑÔÐ6Ë
éeð-ñ5ì¿Lbë.Lbê�éMØÔÕ�ÅÊØÔÐÒÎ_Û-Æ�Ä%Ä_Õ%ÛÇÓóò
ÑÔÐJË�L�ùdñ5ìîL`ë.Lbê�éMØÔÕ�ÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔà_ìeÆ�Ä_Û-Î�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�ÅÇÆ�Õ_ÛqÙ_Ë�Õ�ÛqÓ�ØÃÅÇÅÇØÚÎkË�ÈÇÅÊÉ×Ø±Ó�Ø�ÛqÙ
ØÔÄ\ë%ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6Ë�Û-ØÔÕ%Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Õ�Å
Ä�Õ�ØÚÙ_É×ÛÊÓ�ÈÇÑ�Å�É×Û�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÇÎ|Ë�Å�É�Ë�Ì×Ø<Ø�Å-ÅÊØÔÐYÎkÆ�ÈÇØÔÌ�ÌåØ<ÎkËVÈqÙ�ÉPÝkÑÔÈÇØÔÕ�ÓÃØÔÛ-ö_Õ�É×ØÔÛÃà
² ��Ó ¾ ÃÄ��� ÞXÖf
b���I���	��à á<Ë�Õ�Û�ÌåØ�Ó�ËVÛ�Ù
ØNÌ�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ+Ù
Ø�Ì�Ë.Ó�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈÒÐÒÆ�Õ
Æ
Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�Õ_Õ
ØÔÌ�ÌåØ�êUÆ�Õ
Æ�â
Å�É×ØÔÕ�ÅÒÌ×Ø�ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6Ë�ØÃë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�ØÔÕØ�ë
Î�ÈÊÉ�Ð6Ë�Õ�ÅeÌ×Ø±¹UËVÎ_Ì�ËVÓÔÉåØÔÕ�ØÔÕ%Ù
ÑÃâ|Ä\ÅeÙ
ØÚÎ|Ë�ÛqÙ
Ø ÅÊØÔÐYÎ_Ûuã Ë�Ä�ÅÊØÔÐYÎ_Û

tn
ämý

Tn+1
i − Tni

∆t
= α

Tni+1 − 2 Tni + Tni−1

∆x2

Æ
,
∆t
Ø�Å

∆x
ÛÇÆ�Õ�ÅeÈÇØÔÛäÎ�ØÔÓóÅ�ÉåÔ�ØÔÐYØÔÕ�ÅmÌåØÔÛqÎ|Ë�ÛqÙ
Ø<ÅÊØÔÐYÎ_Û-Ø�ÅmÙ�æ ØÔÛäÎkË�Ó�ØÚØ�Å

Tni
Ù�ÑÔÛÇÉ9��Õ
Ø±Ì�Ë$ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ$Ë�Ä�ÎkÆ�É×Õ�Å

xi = i∆x
ØÃÅmË�Ä

ÅÊØÔÐYÎ_Û
tn = n∆t

à
¹Sæ É�Õ�ÅÊÑÃÈ�OÃÅSÙ
Ø-Ì�Ë ÐYÑ�Å�ò
Æ
Ù
Ø�Ø�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ-ØÔÛäÅcÑ=Ô
É�Ù
ØÔÕ�Åqý�Ì�Ë ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ6Ë�Ä$ÅÊØÔÐYÎ_Û

tn+1
ØÔÛvÅSÓ�Æ�Õ_Õ�Ä
Ø-Ø�ë
Î_Ì×É�ÓÃÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�Å1èmÎkËVÈäÅ�ÉåÈcÙ�Ø-Ì�Ë ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ

Ë�ÄÒÅÊØÔÐYÎ_Û
tn
� ÛÊË�Õ_ÛSÉ×Õ Ô�ØÔÈÊÛÇÉ×Æ�Õ6Ù~æ Ä_Õ
ØeÐJË�ÅÇÈ�É×Ó�Ø�à�¹~ØeÕ�Æ�Ð±â�ÈÇØeÙ~æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ�Û1Ë�Ì9��ÑÃâ�ÈÊÉ�Ö�Ä
Ø�ÛcÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅóË�Õ�ÅMÓ�Ø�ÅÇÅÊØqÑ=Ô�Ë�Ì×Ä|Ë�ÅÊÉ×Æ�Õ6ØÔÛvÅMÙ
Æ�Õ�Ó

ñ�ËVÉ×â_Ì×Ø±Ó�ØÚÖ\Ä�É�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅeÙ�æ ØjÝkØÔÓóÅ�Ä�ØÃÈ-âkØ�Ë�Ä_Ó�Æ�Ä
Î.Ù
Ø<ÎkËVÛqÙ
Ø<ÅÊØÔÐÒÎ_ÛeèÒÐÒÆ�É×Õ_Ù
ÈÇØÚÓ�Æ
d
ÅÔà
¶�Ë�Ì�ò
ØÔÄ�ÈÇØÔÄ�ÛÇØÔÐÒØÔÕ�Å�ê�ÎkÆ�Ä
ÈqÄ�Õ%Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø±Ù
Ø<ÎkË�Û

∆x
ê_ÌåØÔÛgÔ�Ë�ÌåØ�Ä
ÈÊÛqÙ
ØÚÎ|Ë�Û-Ù�Ø ÅÊØÔÐÒÎ|Û-ÛäÆ�Õ�ÅqÌ�É×Ð6ÉçÅÊÑÃØÔÛ-ÎkË�ÈqÌ×Ø±Ó�ÈÊÉçÅÊïÔÈÇØÚÙ
Ø±µ_Æ�Ä
ÈÊÉåØÔÈ

2α∆t < ∆x2

üLÆ�Ä
È�Ä�Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ømö_Õ�ê
ÌåØmÎ|Ë�ÛMÙ
ØeÅÊØÔÐÒÎ|ÛSÎkØÔÄ
Å�Ù
Æ�Õ�Ó:O�ÅÊÈÇØeÅÊÈÇïÔÛSÎ�Ø�Å�ÉçÅ�Ó�Ø Ö\Ä�É|Î�ØÔÄ\Å�Ó�Æ�Õ_Ù�Ä�É×ÈÇØ<è±Ä�Õ�Õ
Æ�Ð$â�ÈÇØmÙ�ØeÎkË�Û1Ù�ØqÅÊØÔÐYÎ_ÛcÅÊÈÇïÔÛ
É�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�ÅqÎkÆ�Ä
ÈeË�ÅÇÅÊØÔÉ�Õ�Ù
ÈÇØ±Ì�æ Ñ�ÅóË�ÅeÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ<ØÃÅmèÒÙ
ØÔÛ�ÅÊØÔÐÒÎ_Û-Ù�ØÚÓ�ËVÌ�ÓÃÄ�Ì�ÅÊÈÇï�Û-Ì×Æ�Õ��_à
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² ��Ó ¾ ÃÄ�Û�bÃ�Öf
b���I���	��à á<Ë�Õ_ÛÚÌ×Ø6Ó�Ë�ÛÚÙ
ØJÌ æ ÑÔÖ�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�Ø6Ì�Ë�Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄ
È$ÐYÆ�Õ
Æ
Ù�É×ÐYØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�Õ
Ø�Ì×Ì×Ø�ê~Æ�Õ&Æ�â
Å�É×ØÔÕ�Å�ÌåØJÛÇÓóò
ÑÔÐ6Ë�É�ÐÒÎ|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ6ØÔÕØ�ë
Î�ÈÊÉ�Ð6Ë�Õ�ÅeÌ×Ø±¹UËVÎ_Ì�ËVÓÔÉåØÔÕ�ØÔÕ�ö_Õ%Ù
Ø<ÎkË�Û-Ù
Ø<ÅÊØÔÐÒÎ|Ûuã Ë�Ä�ÅÊØÔÐÒÎ|Û
tn+1

ämý

Tn+1
i − Tni

∆t
= α

Tn+1
i+1 − 2 Tn+1

i + Tn+1
i−1

∆x2

¹Sæ É�Õ�ÅÊÑÃÈ�OÃÅNÙ�Ä�ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6Ë
É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�Î|ËVÈ�È�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅ�Ë�Ä�ÛÊÓ�ò
ÑÔÐJË�Ø�ë\Î|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ�ØÔÛvÅ�Ö�Ä~æ É�ÌeÕ~æ è�Ë�Î|Ë�Û�Ù
Ø�ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�Ì×É�ÐYÉåÅ�Ë�Õ�ÅNÌ�ËýÔ�Ë�Ì×ØÔÄ
È
ÛÊÄ
ÎkÑÃÈÊÉ×ØÔÄ
ÈÇØ�Ù_Ä
Î|Ë�Û�Ù
Ø6ÅÊØÔÐÒÎ_ÛJàL·SÕ
ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Û±ö_Õ�É�ÛÃêLÛÇÉSÆ�ÕPÕ
Ø�Ù�É�Ë���Æ�Õ_Ë�Ì×É�ÛäØ�Î|Ë�Û$Ì�Ë.Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�Ð6Ë�ÛÇÛÇØ�êtÆ�Õ
ÎkØÔÄ
Å�ÐYÆ�Õ�ÅÊÈÇØÃÈ�Ö�Ä
ØNÌåØ
Î|Ë�ÛqÙ
Ø<ÅÊØÔÐÒÎ|Û-Ù
Æ�ÉçÅ:O�ÅÊÈÇØ±Ë�ÛÊÛäØ.-u��È�Ë�Õ�Ù%ËVö_Õ%Ù�æ Ñ=Ô�ÉçÅÊØÃÈeÓ�ØÃÈäÅóË�É×Õ_Û-Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÔÛqÙ
Ø±ÛvÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÇÑk� ØÔÕ�Î|ËVÈäÅ�É�ÓÃÄ�Ì�ÉåØÔÈ-ÎkØÃÈÇÅÇØ±Ù�Ä�Î�ÈÊÉ�Õ�ÓÃÉ×ÎkØ±Ù�Ä
ÐJË�ë�É×Ð�Ä�Ð©ý

2α∆t > ∆x2/6.Í1Æ�ÐYÐYØ1Ø�Õ���ÑÔÕ�ÑÃÈ�Ë�Ì\Æ�Õ�ÓÃÆ�Õ_ÛÇÉ�Ù
ïÃÈÇØ-Ù
Øg��È�Ë�Õ�Ù�ÛOÎ|Ë�ÛyÙ
Ø1ÅÊØÔÐYÎ_ÛcËVÄ�ÈÇØj��ËVÈÊÙ�Ù_Ä±ÅÊØÔÐYÎ_ÛOÓ�ËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈÊÉ×ÛäÅ�É×Ö\Ä
Ø�Ù_Ä$Î|ò
ÑÔÕ
Æ�ÐYïÔÕ
Ø�Ñ�Å�Ä�Ù�É×Ñ�ê�Ó�ØÃÅäÅÊØ
Ó�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÇØ�ØÔÛäÅÚË�Ä\ÅÊÆ�Ð6Ë�Å�É×Ö\Ä
ØÔÐYØÔÕ�ÅnÔ�ÑÔÈÊÉåö_ÑÃØ�àtÍmæ Ø�ÛvÅ ÎkÆ�Ä
ÈÊÖ\Ä
Æ�É�ê�Î|ËVÈ<ËVâ_Ä_ÛmÙ�Ø�Ì�Ë�ÕF��Ë���Ø�êkÆ�Õ�Ù�ÉçÅÚÖ�Ä�æ É�ÌLÕ�æ Ø�ë�É×ÛäÅÇØ�ÎkËVÛ Ù
ØÒÓ�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÊØ
ÛÊÄ
ÈqÌ�Ë�Ô�Ë�Ì×ØÔÄ
ÈeÙ�Ä�Î|Ë�Û-Ù�Ø ÅÊØÔÐYÎ_Û�ØÔÕ%É×ÐYÎ_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à
á<Ë�Õ�ÛÚÌåØ6ÓÔË�Û<Ù�æ Ä�Õ&Î�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØYÌ�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ê�ØÔÕ&ñ�Ë�É×ÛÊË�Õ�Å<ÅÇØ�Õ�Ù
ÈÇØ

∆t
Ô�ØÃÈÊÛÚÌ�æ É�Õ
ö_Õ�É ê�Æ�Õ&ÐYÆ�Õ�ÅÊÈÇØYÖ�Ä�æ É�ÌOÛÊÄ
íÒÅ±Ù�æ Ä�Õ&Î|Ë�Û<Ù
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É×Õ�ÅÇÑ7��È�ËVâ_ÌåØ Ø�Åqè
Ù
ÑÔÈÊÉåÔ�ÑÃØ É×Õ�ÅÇÑ7��È�ËVâ_ÌåØ�ê�Ì×ØÔÛ�Ô�Ë�ÌåØ�Ä
ÈÊÛ1Ó�Ë�Ì×ÓÃÄ_ÌåÑÃØ�Û1Ó�Æ�ÈÇÈÇØ�ÛäÎkÆ�Õ�Ù
Ø�Õ�Å-èÚÌ æ ËVÎ_Î�ÈÇÆ�ë
É�Ð6Ë�Å�É×Æ�ÕJÙ�ØmÌ�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ ËVÄ
ë6ÛäÆ�Ð6ÐÒØ�Å�ÛSÙ
Ø�ÛSÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�ÛÃà
À�Ì�æ É�Õ�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÄ
È�Ù�æ Ä�Õ6ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�ê\Ì�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØeØÔÛäÅ1Ñ=Ô�Ë�Ì�Ä
ÑÃØmÎ|ËVÈMÉ×Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕJÙ
ØÔÛØÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ1Ù�ØmÌ�Ë<ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ Ë�Ä\ë6ÛÇÆ�ÐYÐÒØÃÅÊÛ1Ù
Ø
Ì æ Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�ÅeÓÃÆ�Õ�ÛÇÉ�Ù
ÑÃÈÇÑ�ê�Ì×ØÔÛqñ�Æ�Õ_ÓóÅ�ÉåÆ�Õ�ÛqÙ�æ É×Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�É×Æ�ÕNÑÃÅ�Ë�Õ�ÅeÌåØÔÛ-ÎkÆ�Ìåè�ÕE`�ÐÒØ�Û-Ù
Ø±¹UË���È�Ë�ÕF��Ø�à
¹Sæ Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�Å-ÅÊÈÊÉ�Ë�Õ���Ä_Ì�Ë�É×ÈÇØÚÙ�Ø<Î_Ì�Ä�Û-â|Ë�ÛqÙ
Øj��ÈÇÑ$Ë±ÅÊÈÇÆ�É�Û-ÛÇÆ�ÐYÐÒØ�Å�ÛÔà�¹UË$ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈóË�Å�Ä�ÈÇØ Ø�ÛvÅeÙ
Æ�Õ_Ó<Ó�Æ�Õ�Õ\Ä
ØÚÎ|ËVÈÚý

T (x, y) = a+ bx+ cy

Æ
,
a
ê
b
Ø�Å
c
ÛäÆ�Õ�Å�ÅÊÈÇÆ�É×Û�Ó�Æ�Õ_ÛvÅóË�Õ�ÅÊØÔÛ�Ù
ÑÃÅÇØÔÈÊÐYÉ�Õ
ÑÃØÔÛ-è$Î|ËVÈäÅ�ÉåÈ-Ù�ØÔÛhÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ�Ù
ØÚÌ�Ë±ÅÊØÔÐÒÎ�ÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ<Ë�Ä
ë�ÛäÆ�ÐYÐYØ�Å�ÛMÙ
ØÚÌ�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�à_ú ÕNÕ
Ø

ÎkØ�Ä\ÅeÙ
Æ�Õ�ÓÚÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ØÃÈqÙ�ØÚñôË�õ�Æ�Õ�Ø�ë_Ë�ÓóÅÊØÚÖ�Ä�ØÚÙ�ØÔÛ-ÛÇÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�ÛqÌ×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØÔÛeèÒÌ�æéË�É×Ù�ØÚÙ~æ Ä_Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØÚÓ�Æ�Õ_ÛvÅ�ÉçÅ�Ä
Ñ±Ù
Ø<ÅÇÈÊÉ�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛ-Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ÛÃà
»qØÔÛäÎkØ�ÓóÅ�ÉåÔ�ØÔÐÒØ�Õ�Å�ê_Ù_Ë�Õ�Û-Ì×Ø±ÓÔË�Û-Ù�ØÚÖ�Ä|Ë�Ù
È�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛqÌ×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØÔÛÃê_Ì�Ë$ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ<ØÔÛvÅeÓ�Æ�Õ�Õ\Ä
ØÚÎ|ËVÈÚý

T (x, y) = a+ bx+ cy + dxy

Æ
,
a
ê
b
ê
c
Ø�Å
d
ÛäÆ�Õ�Å<Ö�Ä|Ë�ÅÇÈÇØYÓ�Æ�Õ�ÛvÅóË�Õ�ÅÇØ�ÛmÙ�Ñ�ÅÊØÃÈÊÐYÉ�Õ
ÑÃØÔÛ<èJÎ|ËVÈäÅ�É×È Ù�ØÔÛdÔ�Ë�ÌåØ�Ä
ÈÊÛ<Ù
ØÒÌ�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØYËVÄ
ë�ÛäÆ�Ð6ÐÒØ�Å�ÛmÙ
ØYÌ�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�à

´�Ø�Ä�ÌåØ�ÛcÌ×ØÔÛcÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�Ûyâ|É×Ì�É×Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÇØÔÛSÛäÆ�Õ�ÅSÙ�Æ�Õ�Ó�Ñ=Ô�Ë�Ì�Ä
ÑÃØÔÛcØ�ë_Ë�ÓóÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅSÌ×Æ�ÈÊÛÇÖ\Ä
ØqÌ×ØqÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø-ØÔÛvÅ1Ó�Æ�Õ�ÛäÅÊÉåÅ�Ä
ÑqÙ�ØqÖ�Ä|Ë�Ù
È�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛcÌ×É�Õ
Ñ�Ë�É×ÈÇØÔÛÃà
¹tØÔÛtÈÇÑ�ÛÇÄ�ÌåÅóË�ÅÊÛUÆ�â�ÅÊØÔÕ�Ä�ÛUØÔÕ$Ä\Å�É×Ì�É×Û�ËVÕ�ÅOÌ�ËqÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ±â_É�Ì×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØ1Ù�Ø1Ì æ ÑÔÖ�Ä|Ë�Å�É×Æ�Õ±Ù�Ø1Ì�ËqÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈLÎkØÃÈÊÐÒØÃÅÇÅÇØ�Õ�ÅOÙ
Ø1Ó�Æ�Õ�ö�ÈÊÐÒØÔÈLÓ�ØÔÛtÈÊÑÔÛÇÄ�ÌåÅóË�Å�ÛSý
Ì�Ë�ÛÇÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�ÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì×ÑÃØ±ËjÔ�ØÔÓ<Ä_Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ø<ÈÊÑj��Ä�Ì×É×ØÃÈqÙ
ØÚÖ\Ä_Ë�Ù
È�Ë�Õ���ÌåØÔÛqÌ×É�Õ
Ñ�Ë�ÉåÈÊØÔÛ�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅqÙ�Ø<ÈÇØ�ÅÊÈÇÆ�ÄFÔ�ØÃÈqÌ�Ë�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ%Ë�Õ_Ë�Ìåè\Å�É×Ö\Ä
Ø«� è
Ì�Ë$Î�ÈÊÑÔÓÃÉ�ÛÇÉåÆ�Õ�ÐJËVÓóò�É�Õ
Ø<Î�ÈÇïÔÛZ�/Ë�ÌåÆ�ÈÊÛ-Ö\Ä�æ Ä�Õ
Ø<ØÃÈÇÈÊØÔÄ
È�Ø�ÛvÅqÓ�Æ�Ð6ÐYÉ×ÛÇØÚËjÔ�ØÔÓ<Ä�Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÚÓÃÆ�Õ_ÛvÅ�ÉçÅ�Ä�Ñ<Ù
Ø ÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��ÌåØÔÛ-Ì�É×Õ
Ñ�ËVÉ×ÈÇØÔÛBã�µOÉ9�?� äóà
¹tÆ�È�ÛÇÖ�Ä�ØqÌåØqÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØqÙ
ØqÖ\Ä_Ë�Ù
È�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛyØ�ÛvÅ1Ö�Ä
Ø�Ì×Ó�Æ�Õ_Ö�Ä
Ø�ã É�à Ø�à�ÌåØÔÛcÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�ÛcÕ
ØqÛÇÆ�Õ�ÅcÎkË�ÛcÙ
ØÔÛyÎkËVÈ�Ë�Ì×Ì×ÑÔÌåÑÔÎ_ÉåÎkï�Ù
ØÔÛ-ä�ê�Æ�ÕÒÎ�ØÔÄ\ÅSÆ�â_ÛäØÃÈYÔ�ØÃÈ
Ö\Ä
Ø6Ì�ËNÎ�ÈÊÑÔÓÃÉ�ÛÇÉåÆ�Õ�Óóò�Ä
ÅÇØYÎ|Ä�É×ÛÊÖ�Ä�Ø6Ì�æ ØÃÈÊÈÇØÔÄ
È±Ó�Æ�ÐYÐ6É×ÛäØYØÔÛäÅ±Ù�Ä�ÐjO�ÐÒØÒÆ�ÈÊÙ�ÈÇØYÖ\Ä
Ø6ÓÃØÔÌ×Ì×ØYÆ�â
ÅÊØÔÕ\Ä
ØJËjÔ�ØÔÓYÄ�Õ
Ð6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÒÅÊÈÊÉ�Ë�ÕF��Ä_Ì�Ë�ÉåÈÊØ�à
Í1Ø�ÅÇÅÊØ�ØÃÈÇÈÊØÔÄ
È<Õ~æ Ø�ÛvÅ<Î|Ë�Û Ì�ÉåÑÔØYË�Ä&Ù
Øj��ÈÇÑÒÙ�ØÔÛ ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�Õ_Û Ù�æ É�Õ�ÅÊØÃÈÇÎkÆ�Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ&Ð6Ë�É×ÛÚèJÄ_Õ
ØÒØÃÈÇÈÇØÔÄ�È ÓÃÆ�ÐYÐYÉ�ÛäØÒÌåÆ�ÈÊÛ<Ù
ØYÌ�æ Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä|Ë�Å�É×Æ�Õ&Ù
ØÔÛ
Ó�Æ\ØÃí6ÓÔÉåØÔÕ�Å�ÛeÙ�Ø$Ì�Ë6ÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø±Ø�Å Ù_Ä.ÛÇØÔÓ�Æ�Õ�Ù�ÐÒØ�Ð±â�ÈÊØ±Î|ËVÈmÙ
Ø�Ûeñ�Æ�ÈÊÐ�Ä�Ì×ØÔÛmÙ
Ø$Ö\Ä_Ë�Ù
È�Ë�Å�Ä
ÈÊØ$Ù_Ë�Õ�ÛmÌ×Ø$Ó�ËVÛmÙ
Ø�Ö�Ä|Ë�Ù
È�Ë�ÕF��ÌåØ�ÛmÙ
ÑÔñ�Æ�ÈÊÐYÑÔÛÃà
Àeö_Õ%Ù
ØÚÈÇÑÔÙ�Ä_ÉåÈÇØ±Ó�Ø�ÅÇÅÊØ<ØÃÈÇÈÊØÔÄ
ÈÔê_É×ÌtÛÇÄ
íÒÅeÙ
Ø±Ó�Æ�Õ�ÛäÅÊÈÊÄ�ÉåÈÊØÚÙ
ØÔÛqÐ6Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛqÓ�Æ�Õ�ÅÇØ�Õ_Ë�Õ�ÅeÙ
Ø�Û�ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�Û-ÎkØÔÄ�Ù�ÑÔñ�Æ�ÈÊÐYÑÔÛÃà
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¹LË�ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛÊÉ×Õ\Ä�ÛäÆ�á Ù|Ë�ÌåØ$Ë�ÐÒÆ�ÈäÅ�ÉåØqÔ�Ë�ÎkØÔÈÊÐÒØ�ÅÇÅÊÈÇØÚÙ�æ Ñ=Ô�Ë�Ì×Ä�ØÃÈqÌ æ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØÚÙ�ØÚÓ�Æ�Õ Ô�ØÃÈe��Ø�Õ�Ó�Ø±Ù�Ä%ÛÇÓóò
ÑÔÐ6Ë�ØÔÕ�ØÔÛÇÎ|Ë�Ó�Ø�à
·SÕJØjÝkØ�Å�ê\ÓÃØ�ÅÇÅÇØ ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Õ�æ Ñ�ÅóË�Õ�ÅMÎ|Ë�Û1â_É×Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ê
Ö�Ä
Ø�ÌkÖ�Ä�ØmÛÇÆ�ÉçÅ�Ì×ØeÅ è\ÎkØ Ù�æ ÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�ÛMÄ\Å�É×Ì�É×ÛÇÑÔÛÃê\Æ�Õ�Ó�Æ�ÐYÐÒØÃÅ1Æ�â_Ì�ÉP��Ë�ÅÊÆ�ÉåÈÇØ�ÐÒØÔÕ�ÅMÄ_Õ
Ø
ØÃÈÊÈÇØÔÄ
ÈqÙ~æ É�Õ�ÅÊØÃÈÊÎkÆ�Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�àkÍ1ØÃÅäÅÊØ<ØÔÈÇÈÇØÔÄ
ÈÔê_Õ
Æ�ÅÊÑÃØ

ε
ê�ØÔÛäÅ-Î_ÈÇÆ�ÎkÆ�ÈäÅ�ÉåÆ�Õ�Õ�ØÔÌ×Ì×Ø$ËVÄ�Î|Ë�ÛqÙ�Ä�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���Ø

∆x
èÒÄ_Õ
Ø±Ó�ØÃÈäÅóË�É×Õ�Ø<Î_Ä�É�ÛÇÛ�Ë�Õ�Ó�Ø6ý

ε = a∆xpÆ
,
a
Ø�ÛvÅeÄ�Õ
Ø±Ó�Æ�Õ�ÛäÅóËVÕ�ÅÊØ<Ø�Å

p
Ì æ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØÚÙ�ØÚÌ æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�Å�É×Æ�Õ�à

·SÕNÎ_ÈÇØÔÕ_Ë�Õ�ÅeÌåØ±ÌåÆ6��ËVÈÊÉåÅÊò_ÐÒØÚÙ
Ø±Ó�Ø�ÅÇÅÊØÚØ�ë\Î�ÈÊØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ�ê�Æ�Õ�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�Å
log ε = log a+ p log ∆x¹tØÒÌåÆ6��ËVÈÊÉåÅ�ò�ÐÒØÒÙ�Ä�Î|Ë�Û Ù�Ä&Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÒØ�ÅÚÌåØYÌåÆ6��ËVÈÊÉçÅ�ò�ÐYØÒÙ
ØYÌ�æ ØÃÈÇÈÇØÔÄ�È<ÛäÆ�Õ�ÅÚÙ
Æ�Õ_Ó�Ì×É×ÑÔÛ Î|ËVÈ<Ä�Õ�Ø�ÈÇØÔÌ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Ì�É×Õ�Ñ�Ë�ÉåÈÇØ�ê�Ì�ËJÎkØ�Õ�ÅÊØYÙ
ØÒÌ�Ë

Ù
ÈÊÆ�ÉåÅÊØ<Æ�â
ÅÊØÔÕ\Ä
Ø±Ù
Æ�Õ�Õ|ËVÕ�ÅeÌ�æ Æ�ÈÊÙ
ÈÊØÚÙ�Ä%ÛÇÓ�ò�ÑÔÐ6Ë
à_¹cæ ØÃÈÇÈÇØ�Ä
È-ØÔÛvÅqÑ=Ô�Ë�Ì�Ä
ÑÃØÚØÔÕ%Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�Õ�ÅmÌ�ËÒÕ
Æ�ÈÊÐYØ
L2 Ù�É×ÛÊÓ�ÈÇï�ÅÊØ�à

¹Sæ Æ�ÈÊÙ�ÈÇØ6Ù
Ø�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ�ÓÃØ6Æ�â
ÅÊØÔÕ�Ä�Î�Æ�Ä�È±Ä_Õ�ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØJÙ
ØYÅÊÈÊÉ�ËVÕ���ÌåØÔÛÚØ�Õ�ÈÇÑÔÛäÆ�ÌPÔ�Ë�Õ�Å�ÌåØ6Î�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØ6ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ6ØÔÛvÅ$Ù�ØNÿ�àé½�½Äã µOÉ9�
�6�	äóà
á<Ë�Õ�Û±Ì×ØJÓÔË�ÛÚÆ
,
Ì�Ë%ÛäÆ�Ì×Ä
Å�ÉåÆ�Õ
ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØYØÔÛäÅ±Æ�â
ÅÊØÔÕ\Ä
ØJÓ�Æ�ÐYÐYØ6ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�ÕPË�ÛKè
ÐÒÎ�ÅÇÆ�Å�É�Ö�Ä
ØJÙ
ØJÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ
Ù
ØJÌ�Ë%Ó�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔêtÉ�ÌyØ�ÛvÅ
É�Õ�ÅÊÑÃÈÇØ�ÛÇÛÊË�Õ�ÅeÙ
Ø ÅÊÈ�Ë�Ó�ØÔÈqÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�Ù�ØÚÌ�ËYÙ�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø<Ø�Õ�ÅÊÈÇØÚÙ�ØÔÄ\ë�ÉåÅÇÑÔÈÇÑÔÛ�ØÔÕ%ñ�Æ�Õ�Ó�ÅÊÉ×Æ�Õ%Ù�Ä�Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØÚÙ�Ø<Î|Ë�ÛqÙ
Ø<ÅÇØ�ÐÒÎ_ÛÔà|úmÕ¥Ô�Æ�ÉåÅeÉ�ÓÃÉ
Ä�Õ�Ø6Ù�É�ÐYÉ�Õ�Ä\Å�É×Æ�Õ&ÈÇÑj��Ä_Ì×É×ïÃÈÇØ6Ù�Ä�ÈÇÑÔÛÊÉ×Ù�ÄÂã µOÉP����ÿ6ä�àLúmÕ&Æ�â|ÛäØÃÈKÔ�ØYÑj��Ë�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�Å±Ö\Ä
ØYÎ|Ì×Ä_ÛÚÌ×Ø6Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��ØYØ�ÛvÅ±ö_Õ�ê~Î_Ì�Ä�ÛÚÌ�Ë�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��Ø�Õ�Ó�Ø
ØÔÛäÅmÌåØÔÕ�ÅÊØ�à�Í1ØÔÌ�ËÒØÔÛvÅmÕ
Æ�ÈÊÐJË�Ì�à_¹tØ±ÛÊÓ�ò
ÑÔÐJËÒÄ
Å�É×Ì�É×ÛäÑ$É�ÓÃÉ~ØÔÛvÅeØ�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à|¹tØÚÎ|Ë�ÛqÙ�Ø<ÅÊØÔÐYÎ_ÛqÙ
Ø$ÛvÅóËVâ_É×Ì�ÉçÅÊÑ±ÎkÆ�Ä
ÈeÌ×Ø±ÐJËVÉ�Ì×Ì�Ë���Ø±Ì×ØÚÎ|Ì×Ä�Ûqö_Õ
ØÔÛäÅ-Ù
Æ�Õ�ÓeÎ|Ì×Ä�Û�ñ�Ë�Éåâ_Ì×Ø Ö\Ä
Ø<Ó�ØÔÌ�Ä�É�Ù_Ä�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Øn��ÈÇÆ�ÛÇÛÊÉåØÃÈÔà\ûvÌ�ñôË�Ä\Å-Ù
Æ�Õ_ÓeÎ_Ì�Ä�Û�Ù
ØmÎ|Ë�Û�Ù
ØmÅÇØ�ÐÒÎ_Û1ÎkÆ�Ä�È-Ë�ÅÇÅÇØ�É×Õ�Ù�ÈÇØ Ì�æ Ñ�ÅóË�Å-ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ
ËjÔ�ØÔÓÚÌåØ±Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØÚö_Õ�à
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¹Sæ ØÃë\ÎkÑÃÈÊÉ×ØÔÕ�ÓÃØ±ËÒÐÒÆ�Õ�ÅÊÈÇÑÚÖ\Ä�æ É×Ì~ñ�ËVÌ�Ì�Ë�ÉåÅeÌ�ËVÉ�ÛÇÛÇØÃÈeèÒÌ�æ Ä\Å�É�Ì×É�ÛÊË�ÅÊØÔÄ
ÈeÌåØÚÛÇÆ�É×Õ%Ù
Ø<ÈÇÑ�Ë�Ì×É�ÛäØÃÈqÛÇØÔÛ�Î�ÈÇØ�ÐYÉåØÔÈÊÛ�Î|Ë�Û-ÛÇØÔÄ�Ì à_À�ÅÊÈÇÆ�Î¥Ô�Æ�Ä�ÌåÆ�É×È¦��Ä�É�Ù
ØÃÈ
Ì×Ø<ÎkÑ�Ó�ò
Ø�Ä
ÈÔê_É×ÌtÕ�æéËVÎ�Î�ÈÇØÔÕ_Ù�ðÇËVÐJË�É×Ûqè�Î5OÔÓ�ò
ØÔÈÔà

R�wÁÀ ��[1fId bahUfipUlSZ
.
ámÑ�ÅÊØÃÈÊÐYÉ�Õ
ØÃÈMÌ�æ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØmÙ
ØmÓ�Æ�Õ6Ô�ØÃÈY��ØÔÕ_Ó�ØqÎ�Æ�Ä�È1Ä�ÕJÐ6Ë�É�Ì×Ì�Ë���ØeÙ
ØmÖ�Ä|Ë�Ù
È�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛSØÔÕ6Ä
ÅÊÉ�Ì×É�ÛÊË�Õ�ÅMÄ_Õ6ÐJË�É×Ì�Ì�Ë���ØqÈÇÑ7��Ä_Ì×É×ØÃÈÔê�Î_Ä_É×Û1ÉåÈÊÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåØÃÈÔê
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Solution exacte

ÅZÆÁÇZÈ Ç$É�´�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ%ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØÚâ_É�Ì×É�Õ
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Solution exacte
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MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  3.13369E-15

VAL - ISO

A 2.54E-16
B 7.61E-16
C 1.27E-15
D 1.78E-15
E 2.28E-15
F 2.79E-15
G 3.30E-15
H 3.81E-15
I 4.31E-15
J 4.82E-15
K 5.33E-15
L 5.84E-15
M 6.34E-15
N 6.85E-15

MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  4.84309E-04

VAL - ISO

A 6.15E-05
B 1.84E-04
C 3.07E-04
D 4.30E-04
E 5.53E-04
F 6.76E-04
G 7.99E-04
H 9.22E-04
I 1.05E-03
J 1.17E-03
K 1.29E-03
L 1.41E-03
M 1.54E-03
N 1.66E-03

MAILLAGE ERREUR QUADRATIQUE  Erreur en norme 2 :  1.22322E-03

VAL - ISO

A 9.07E-05
B 2.72E-04
C 4.53E-04
D 6.35E-04
E 8.16E-04
F 9.98E-04
G 1.18E-03
H 1.36E-03
I 1.54E-03
J 1.72E-03
K 1.90E-03
L 2.09E-03
M 2.27E-03
N 2.45E-03

Å�ÆNÇ�È �^É�¶�Ë�É×Ì�Ì�Ë���ØÔÛ-Ø�ÅqØÔÈÇÈÇØÔÄ
ÈÊÛeèÒÌ�æ Ñ�ÅóË�ÅeÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØ<Î�Æ�Ä�ÈqÌ�ËYÛäÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�ÕNâ|É×Ì�É×Õ
Ñ�ËVÉ×ÈÇØ
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Relation Precision / Finesse du maillage
Schema explicite - Elements triangulaires

Pente = 2.33

ÅZÆÁÇZÈ �6�«É�·cÛäÅ�É×ÐJË�Å�É×Æ�Õ�Ù
Ø±Ì�æ Æ�ÈÊÙ
ÈÇØÚÙ_Ä�ÛÊÓ�ò�ÑÔÐ6Ë�Ø�ë
Î_Ì×É�ÓÃÉåÅÇØ±ÎkÆ�Ä
ÈqÄ�Õ%Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë	��Ø±Ó�Æ�Õ�ÛäÅÊÉåÅ�Ä
ÑÚÙ�Ø ÅÊÈÊÉ�Ë�Õ���ÌåØÔÛ



w'x7y�z|{X}	��~j�	�

�Uxj�[z|{��=�	~j����~j��}
v���su���$G��Xs|���$���X�$�-�e���-�j�-�e�

�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

0.0 2000.0 4000.0 6000.0 8000.0 10000.0
Iterations

−17.5

−15.0

−12.5

−10.0

−7.5

−5.0

−2.5

0.0

2.5

L
og

 (
er

re
ur

)

Histoire de l’erreur
Calcul explicite avec un maillage triangulaire

Dx = 0.2 Dx =0.1 Dx = 0.066 Dx = 0.05
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ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØÒÐYÆ�è�Ø�Õ�Õ
Ø6è�Ì æ ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÔØ°ã

uref = 1
äóê�Ó�Æ�ÐYÐYØÒÌ×Æ�Õ���Ä
ØÔÄ
ÈÚÙ
ØÒÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØYÌ�Ë

ò_Ë�Ä
ÅÇØ�Ä
ÈcÙ�ÄÒÙ
Æ�Ð6Ë�É�Õ
Øuã
Lref = 1

ä�ê�Æ�Õ$Æ�â�ÅÊÉ×ØÔÕ�Å
Pe = ν−1 à�¹tØÔÛyÓÔË�ÛLÅÊÈ�Ë�ÉçÅÊÑÔÛyÓ�Æ�ÈÇÈÇØÔÛÇÎkÆ�Õ�Ù
Ø�Õ�ÅSè Ä�ÕÒüLØÔÓÔÌåØ�ÅcÑj��Ë�Ì�è<�Ô¼�êF�Ô¼�¼�ê�¿V¼�¼�ê
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�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

Æ�Ä
106 à_´
É�ÎkÆ�Ä
È-ÌåØÚüLØÔÓÃÌ×Ø�ÅqÌ×Ø Î|Ì×Ä�Û-ñôË�É×â_Ì×Ø<ÓÃÆ�Õ Ô�ØÔÓóÅ�ÉåÆ�ÕNØ�ÅqÙ�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÆ�Õ�ÛäÆ�Õ�ÅqÙ_ÄNÐjOÔÐYØmÆ�ÈÊÙ�ÈÇØ�ê_Ë�ÄNñ�Ä�È�Ø�Åeè�ÐÒØÔÛÊÄ
ÈÇØ<Ö\Ä�æ É×Ì~Ë�ÄF��ÐYØÔÕ�ÅÊØ�êÌ�ËÒÓ�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�Õ%Ù
Ø=Ô�ÉåØÔÕ�ÅeÙ�Æ�Ð6É×Õ|ËVÕ�ÅÊØ�à

ú Õ.Ó�ò�ØÃÈÊÓ�ò�ØÃÈ�Ë6Ì�Ë6ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ$ÛäÆ�ÉåÅmØÔÕ�ÅóË�Õ�Å Ö�Ä�Ø$Ì�É×Ð6ÉçÅÊØ�Ë�ÛKè
ÐYÎ
ÅÊÆ�ÅÊÉ�Ö�Ä�Ø$Ù�Ä%Î_ÈÇÆ�â_Ìåï�ÐÒØÚÅÊÈ�Ë�Õ�ÛÊÉçÅÊÆ�É×ÈÇØk� Ø�Õ%Ø�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ±ØÃÅ
ØÔÕ%É×ÐYÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÊØ«�/ÛÇÆ�ÉçÅeÙ�É×ÈÇØÔÓóÅÊØÔÐYØÔÕ�ÅqØ�ÕNÈÇÑÔÛÇÆ�ÌåÔ�Ë�Õ�ÅeÌ×ØÚÎ�ÈÇÆ�â_Ì×ïÔÐÒØÚÛäÅóË�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�à
´\Ä_ÉåÔ�Ë�Õ�Å±Ì×ØÔÛnÔ�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ<Ó�ÈÇÆ�É�ÛÇÛÊË�Õ�ÅÊØÔÛ Ù_Ä&Õ
Æ�Ð±â�ÈÊØÒÙ
ØYüLØÔÓÔÌåØ�Å�ê�Æ�Õ�Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØÃÈ�Ë�Ì×ØÒÈ�Ë�É×Ù�É�ÛÇÛÇØÔÐÒØ�Õ�ÅÚÙ_Ä�Î_ÈÇÆ�ö_ÌLØÔÕ&ÛÇÆ�ÈÇÅÊÉ×ØYÙ�Ä&Ù
Æ�Ð6Ë�É×Õ�Ø�ê�Ó�Ø
Ù
ØÔÈÊÕ�É×ØÃÈ$ÑÃÅ�Ë�Õ�Å$ÅÊÈÇïÔÛ±Î_ÈÇÆ\Óóò
ØNÙ�ÄPÎ�ÈÇÆ�ö_Ì1Ù�æ ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØ�ÎkÆ�Ä
È�Ì×ØJÎ|Ì×Ä�Û�ò|ËVÄ
Å

Pe
àLá<Ë�Õ�Û�ÌåØNÓÔË�Û$Ø�ë\Î_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�êLÆ�Õ+Ä\Å�É×Ì�É×ÛÇØÃÈ�Ë.Ù
ØNÌ�Ë°Ô
É�ÛÇÓ�Æ�ÛÊÉçÅÊÑ

Õ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\Ä
Ø±ËVö|Õ�Ù
Ø±ÛvÅóËVâ_É�Ì×É�ÛäØÔÈqÌåØ±ÛÇÓóò
ÑÔÐJË$� Æ�Î
Å�É×Æ�Õ_Û:
�G�84ÜJØ�Åk
�GE84Ü�2�H|à
·SÕ
ö_Õ~êkØÔÕ�É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ�êkÆ�Õ.ÈÊØÔÐÒÎ_Ì�Ë�Ó�ØÃÈ�ËJÌ�æ Æ�ÎkÑÃÈóË�ÅÊØÔÄ�È«��
�H
��F%Î|ËVÈ Ì×ØÔÛeÆ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÇØ�Ä
ÈÊÛeÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�ÅóË�ÉåÈÇØ�Û:�����
�.Ø�ÅkF���8��%ÎkÆ�Ä
ÈmÅÇÈóËVÉåÅÊØÃÈ É×Õ_Ù
Ñ�¾
ÎkØ�Õ�Ù_Ë�ÐYÐYØÔÕ�ÅeÌåØÔÛqÙ_ÉPÝkÑÃÈÊØÔÕ�Å�ÛqÐÒÆ�ÕE`�ÐÒØ�Û�Ù�ØÚÌ æ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù�Ø ÅÊÈ�Ë�Õ�ÛäÎ�Æ�ÈÇÅÔà

Àqw R ��[S]�]
ptjkZ�^a[1l
Ð à Ñ à ½ ­ ×Ø� �¿
f»

Pe

À�Ì�æ Ñ�ÅóË�ÅMÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�ê�Æ�Õ6Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØeÖ\Ä
ØmÌ×Ømñ�ÈÇÆ�Õ�ÅMØÔÛvÅMÙ~æ Ë�Ä
Å�Ë�Õ�Å1Î_Ì�Ä�ÛSÈ�Ë�É�Ù
ØmÖ�Ä�ØmÌåØ
Pe
ØÔÛvÅMÑÔÌåØ=Ô�Ñ�à\á<Ë�Õ�Û1ÌåØmÓ�ËVÛ

Pe = 106 ê�Ì×ØeÎ�ÈÇÆ�ö_ÌØÔÕ%ÛÇÆ�ÈÇÅÊÉ×ØÚØ�ÅeÌåØÚÎ�ÈÊÆ�ö_Ì�ØÔÕ�ØÔÕ�ÅÇÈÊÑÃØÚÛÇÆ�Õ�ÅeÛKè
ÐÒÑÃÅÇÈ�É×Ö�Ä�ØÔÛqÌ�æ Ä�Õ�Î|ËVÈqÈ�ËVÎ�ÎkÆ�ÈäÅmèÒÌ�æéË�Ä\ÅÊÈÇØ<ÅÊÈ�Ë�Ù�Ä�É�ÛÊË�Õ�ÅeÌ�æéËVâ_ÛÇØÔÕ�Ó�Ø±Ù
Ø±Ù�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÆ�Õ�ãôÅÊÈ�Ë�Õ�ÛäÎ�Æ�ÈÇÅ
Ì×ØÚÌ×Æ�ÕF�6Ù
Ø�Û-Ì�ÉP��Õ
Ø�Û-Ù�ØÚÓÃÆ�Ä�È�Ë�Õ�Å=äóà
üSÌ×Ä_Û-ÌåØ

Pe
ËVÄ���ÐÒØÔÕ�ÅÇØ<Î_Ì�Ä�ÛqÌåØ<Î|Ë�Û-Ù�Ø ÅÊØÔÐÒÎ_Û-Ù
Ø±ÛvÅóËVâ_É×Ì�ÉçÅÊÑÚÙ_Ä�ÛÇÓóò
ÑÔÐ6Ë�Ø�ë\Î|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ±Ù
Ø=Ô�ÉåØÔÕ�ÅqÎkÑÔÕ|Ë�Ì×É�ÛÊË�Õ�Å�àk´\É�Î�Æ�Ä�È-Ä_Õ

Pe
Ù
Ø

10
Ø�Å

Ä�Õ�Ð6Ë�É�Ì×Ì�Ë���Øq��ÈÇÆ�ÛÇÛÊÉåØÔÈ-ÌåØÔÛMÅÊØÔÐÒÎ|Û�Ù
ØÚÓÔË�Ì�ÓÃÄ�Ì�ÛÇÆ�Õ�Å-È�Ë�É�ÛäÆ�Õ�Õ_ËVâ|ÌåØÔÛ�ØÔÕNØ�ë\Î|Ì×É�ÓÃÉçÅÊØ�ê�Ì�Ë$ÈÇÑ�ÛäÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�ÕNÉ�ÐÒÎ|Ì×É×ÓÔÉçÅÊØÚÙ
Ø=Ô�ÉåØ�Õ�ÅqÈ�ËVÎ_É×Ù�ØÔÐÒØ�Õ�Å-Î_Ì�Ä�Û
ØÃí6Ó�Ë�Ó�Ø�à

Ð à Ñ à Ê ñ ¾ � �Á�º�	�	�ÁÃ��Á���¿
��ÁÀ<�	�I��Ã��IÀ?� ����ÚC�I������ÜSÀ

·SÕJÎkØÃÈÊÐJË�Õ
ØÔÕ�Å�ê\Ù
ïÔÛMÖ�Ä�Ø ÌåØ
Pe
Ù
ØmÐJË�É×Ì�ÌåØ�� Æ�â
ÅÊØÔÕ\Ä6Ø�Õ�Ó�Æ�Õ�ÛÇÉ�Ù
ÑÃÈ�Ë�Õ�Å�Ó�Æ�ÐYÐYØ¶Ô
ÉåÅÇØ�ÛÇÛäØ ÓÔËVÈ�Ë�ÓóÅÊÑÃÈ�É×ÛvÅ�É�Ö�Ä
Ø Ì�Ë|Ô
ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØmÐYÆ�è�Ø�Õ�Õ
Ø ÛÇÄ�È

Ì æ Ñ�ÌåÑÔÐYØÔÕ�Å$Ø�Å$ÓÃÆ�Ð6ÐÒØ6Ì×Æ�ÕF��Ä
ØÔÄ�È±Ó�Ë�ÈóËVÓ�ÅÊÑÃÈÊÉ×ÛäÅ�É×Ö\Ä
Ø6Ì�ËNÈóË�ÓÃÉ×Õ
ØJÓ�ËVÈÇÈÇÑÃØJÙ
Ø6Ì�Ë%ÛÇÄ
ÈÊñ�Ë�Ó�Ø6Ù�ØJÌ�Ë%Ð6Ë�É×Ì�ÌåØj� Ù
ÑÔÎ|Ë�ÛÇÛÇØ�ÿ�Ù
ØÔÛ±É�Õ�ÛvÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑÔÛ
ÎkØ�ÄÁÔ�Ø�Õ�Å1ËVÎ�ÎkË�ÈóËUf�ÅÊÈÇØMØÃÅcÛÔæ Ë�ÐYÎ_Ì×É×ö�ØÃÈÔà�üLÆ�Ä�ÈyÌ×ØÔÛcÓ�Æ�Õ�ÅÊÈÇØÃÈÔêVÆ�ÕYËVðoÆ�Ä\ÅÊØ-Ù
Ø-Ì�Ë Ù�ÉPÝ�Ä_ÛÇÉ×Æ�ÕYÕ�Ä�ÐYÑÃÈÊÉ�Ö�Ä
Ø�Ø�ÕÒÙ
ÑÔÓÃØÔÕ�ÅÊÈ�Ë�Õ�ÅSÌåØ�ÅÇØÔÈÊÐÒØ-Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É�ñ
�9Æ�Î�ÅÊÉ×Æ�Õ¯
�GE84Ükê�´
ùmühÉ!ÎkÆ�Ä
ÈS´�ÅÇÈÇØ�Ë�ÐYÌ×É�Õ
Ø�ùeÎ
�eÉ�Õ�Ù�üLØ�ÅÊÈÇÆ�Ô\¾[É<Ë�Ì×ØÃÈ��\É�Õ�à�á<Ë�Õ�ÛOÌ×Ø�ÓÔË�ÛOÙ
Ø�ñ�ÈÇÆ�Õ�Å�ÛLÈ�Ë�É×Ù�ØÔÛÃê�Ä�Õ±ÅÊØÃÈÊÐYØMÛÇÄ�Î�Î_Ì×ÑÔÐÒØ�Õ�ÅóË�ÉåÈÇØ
Ë�ÛÇÛÊÉ×Ð6É×Ì�ËVâ_ÌåØ$èÒÄ�Õ%¹UËVÎ_Ì�Ë�ÓÃÉåØ�Õ�Ù�Æ�ÉçÅqÎ|ËVÈÊñ�Æ�É×ÛqO�ÅÊÈÇØ±ËVðoÆ�Ä\ÅÊÑ«� Æ�Î
Å�ÉåÆ�Õ�
�GE84Ü
2EHJÎkÆ�Ä
Èm´\ùmüUÉ á É�ÛÇÓÃÆ�Õ�Å�É×Õ\Ä�ÉçÅ è�Í�ËVÎ
Å�Ä
ÈÊÉ�ÕF�_à
·SÕ�ÅÊÈ�Ë�Õ_ÛÇÉçÅÊÆ�É×ÈÇØ�ê_É×Ì�Ø�ÛvÅqÎkÆ�ÛÇÛÇÉ×â_Ì×ØÚÙ�ØÚÛvÅóËVâ_É�Ì×É�ÛäØÔÈqÌ×ØÚÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6Ë�ØÔÕ�ðvÆ�Ä_Ë�Õ�ÅmËjÔ�ØÔÓÚÌåØ±ÛÇÓóò
ÑÔÐJË$Ø�Õ�ÅÊØÔÐYÎ_ÛÃà
á<Ë�Õ�ÛqÌ×Ø±ÓÔË�Û-Î_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�Å�ê_Õ
Æ�Ä_ÛqÓ�ò
ØÔÈÊÓ�ò
Æ�Õ_ÛqÌ�ËYÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ.ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|ËVÉ×ÈÇØÚØÔÕNÅóË�Õ�ÅmÖ�Ä�Ø±Ì×É�ÐYÉåÅÊØ$ËVÛKè
ÐYÎ
ÅÊÆ�ÅÊÉ�Ö�Ä�Ø±Ù�æ Ä�Õ�Î_ÛÇØÔÄ�Ù
Æ�¾ ÅÊÈ�Ë�Õ_ÛÇÉçÅÊÆ�É×ÈÇØ�à
ìeÆ�Ä�Û±Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÆ�Õ�ÛÔêtÛÇÉSÕ
ÑÔÓÃØÔÛÇÛÊÛÊË�ÉåÈÊØ�êtÄ�Õ
Ù
Ñ�Ó�ØÔÕ�ÅÇÈÊØÔÐÒØÔÕ�Å�Ë�ÐÒÆ�Õ�Å$ÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�Ä
ØJÌ×ØJÛÇÓóò
ÑÔÐJËNØ�ë
Î_Ì×É�ÓÃÉåÅÇØJØÔÛäÅ$Ó�ò�Æ�É×ÛÇÉ àU·cÕ�Ø7ÝkØ�Å�ê~ÎkÆ�Ä
È$Ì×Ø

Pe
Ì×Ø

Î_Ì�Ä�Û âkË�ÛÃê�Ù
ï�Û<Ö�Ä�æ Æ�Õ&Ð6Ë�É�Ì×Ì×ØYÛÇÄ
í6Û�Ë�ÐYÐÒØ�Õ�Å<Ì×Ø
Pe

Ù
ØYÐ6Ë�É�Ì×Ì×ØYÙ
Ø=Ô�ÉåØÔÕ�Å±É×Õ�ñ�ÑÃÈÊÉ×ØÔÄ
È±èNÌ�Ë¿Ô�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÚÓ�ÈÊÉåÅÊÉ�Ö�Ä�Ø�à�ÀmÄ�ÛÊÛÇÉ ê~ËjÔ�ØÔÓ¥�Ô¼NÐ6Ë�É�Ì×Ì×ØÔÛ
Î|ËVÈ±Ä�Õ_ÉçÅÊÑ6Ù�Ø6ÌåÆ�ÕF��Ä
Ø�Ä
ÈÚÆ�Õ&ÎkØÔÄ
Å±Ä
Å�É×Ì�É×ÛäØÔÈ±Ä�Õ�ÛÊÓ�ò
Ñ�Ð6ËNÓÃØÔÕ�ÅÊÈÇÑ�àt·SÕ�É×ÐYÎ_Ì×É�ÓÃÉåÅÇØ�êtÖ�Ä
Ø�ÌyÖ\Ä
Ø6ÛÇÆ�ÉçÅ±Ì×Ø6üLØÔÓÔÌåØ�Å�êtÌ×Ø6ÛÇÓ�ò�ÑÔÐ6ËNØÔÛvÅ$ÛvÅóËVâ_Ì×Ø�à
ûvÕ\Ä\Å�É×Ì×Ø±Ù
Æ�Õ�ÓÚÙ
ØÚÙ�ÑÔÓ�ØÔÕ�ÅÊÈÇØÃÈÔà

Ð à Ñ à Ñ ñ �ÁÀ7� ����Ö^�������Â
f» Í �Á»Â
f��
����f� ¾ �IÀ

ø �ÁÀÌ��
�Å��º������Ó�Ã��IÀÌ
f��� ¾ À7�C
b»'�������
Ý 
�Åº�º�����	ÓfÃÄ�²�bÃ�Öf
b���I�ú��� ³cú Õ&Ù
Æ�ÉçÅÚÉ�Õ6Ô�ØÃÈÊÛÇØÃÈÚÄ�Õ
ØYÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�Î�Æ�Ä�È Ñ=Ô�Ë�Ì�Ä
ØÃÈÚÌ�Ë�Ó�Æ�Õ�ÓÃØÔÕ�ÅÊÈ�Ë�Å�ÉåÆ�Õ~à�¹~Æ�ÈÊÛÊÖ�Ä�æ Æ�Õ�ÈÊÑÔÛäÆ�Ä\ÅÚÌ×ØÒÎ�ÈÇÆ�â|ÌåïÔÐYØÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ�ê�Ì�ËNÐ6Ë�ÅÊÈÊÉ×ÓÃØ�Ø�ÛvÅ±Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�ÉçÅ�Ä
ÑÃØ6Ù
ØÔÛ<ÓÃÆ�Õ�ÅÊÈÊÉåâ|Ä\Å�ÉåÆ�Õ_Û Î�ÈÇÆ�Ô�ØÔÕ_Ë�Õ�Å±Ù
ØÔÛ<Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄ
ÈÊÛ·�����
��Ø�Å$F���8��&Ë�ÛÇÛÇÆ\ÓÔÉåÑÔÛÚË�Ä
ë.ÅÊØÃÈÊÐÒØ�Û
Ó�Æ�Õ Ô�Ø�ÓóÅ�É×ñUØ�ÅeÙ_ÉPÝ�Ä_ÛÇÉ×ñoà_¹cæ Æ�ÎkÑÃÈóË�ÅÊØÔÄ�È���
�H
��ÈÇØj��ÈÇÆ�Ä
ÎkØ±Ó�ØÔÛqÙ
ØÔÄ
ë�Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊØÔÄ
ÈÊÛ�Ø�ÅqÎkØ�Ä\ÅeÙ
Æ�Õ�Ó±Ë�Ä�ÛÊÛÇÉ0O�ÅÊÈÇØÚÄ\Å�É�Ì×É�ÛäÑ�à
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�� �#�#
���%	)��'��1,
§����

�����C�

	YX-Z\[1]_^a`cb6�
 ",-	�Rc' d<[MXe]�ba`gfihUjk`Slm^on-Xqp�repts+u<Xe^vrqpUs

á<Ë�Õ�Û±ÌåØJÓÔË�ÛÚÉ�Õ�ÛvÅóË�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ�êtÉ×ÌcñôË�Ä\Å�ËVðoÆ�Ä\ÅÊØÃÈ$Ë�Ä\ë&Æ�ÎkÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄ�ÈÊÛ<Î�ÈÇÑÔÓÃÑÔÙ
ØÔÕ�Å�ÛÚÌ æ Æ�ÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊØÔÄ
È·24/
24��ËVö_Õ
Ù�æéË�ðvÆ�Ä\ÅÊØÃÈ$è�Ì�Ë�ÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø6Ì�Ë
Ó�Æ�Õ�ÅÊÈÊÉåâ_Ä
Å�ÉåÆ�Õ&Ù�ØYÌ�ËNÙ
ÑÔÈÊÉåÔ�ÑÃØYØÔÕ�ÅÊØÔÐÒÎ|ÛÃà�¹tØÒÎ|Ë�Û<Ù
Ø�ÅÊØÔÐYÎ_Û<Ù
Æ�ÉçÅ$O�ÅÊÈÇØYÙ�Æ�Õ�Õ
ÑÒÎkË�ÈÚÌ æ Ä\Å�É×Ì�É×Û�Ë�ÅÊØÔÄ�È<Ø�Å±Õ�æ ØÔÛäÅ<Î|Ë�Û ÑjÔ�Ë�Ì�Ä
Ñ6Ë�Ä
ÅÇÆ�ÐJË�ÅÊÉå¾
Ö\Ä
ØÔÐÒØ�Õ�Å�à
Ý 
�Åº�º�����	ÓfÃÄ� � ÞXÖf
b���I���	� ³ ´�ØÔÄ_ÌqÌ æ Æ�Î�ÑÃÈ�Ë�ÅÊØÔÄ
ÈR24/
24��Ó�Æ�Õ�ÅÊÈÊÉ×â_Ä
Ø&è
Ì�Ë
Ð6Ë�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø�à1üUÆ�Ä�È�Ù
ØÔÛJÖ\Ä
ØÔÛäÅ�ÉåÆ�Õ�Û�Ù
Ø.ÎkØÔÈÊñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Õ_Ó�Ø�êSÓ�ØÃÅäÅÊØÐJË�ÅÊÈÊÉ�Ó�Ø<Ù
Æ�ÉåÅqO�ÅÊÈÇØ<ÛÊÉ×ÐYÎ_ÌåØ±è�É×Õ Ô�ØÔÈÊÛäØÃÈÔà_¹cæ É×Ù�Ñ�Ë�Ì�ÛäØÃÈ�Ë�ÉåÅqÖ�Ä�æ ØÔÌ�ÌåØÚÛÇÆ�ÉåÅqÙ�É�Ë	��Æ�Õ_Ë�Ì×Ø�à|ú Õ¿è�ËVÈÇÈÊÉPÔ�Ø<ØÔÕNÓÃÆ�Õ�Ù
ØÔÕ_ÛÊË�Õ�Å�� Ì×ØÔÛqË�ÕF��ÌåÆ�Î_ò�Æ�Õ
ØÔÛ
Î|ËVÈÊÌ×ØÔÕ�ÅeÙ
Ø±Ì×Ä�ÐYÎ_É×Õ��©� Ì�ËÒÐJË�ÅÇÈÊÉ�Ó�ØÚÐ6Ë�ÛÊÛäØ�àkÍ1Æ�ÐYÐÒØÚÙ_Ë�Õ�ÛqÌåØ±ÓÔË�Û�ØÃë\Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ±ÌåØÚÎ|Ë�ÛqÙ
Ø ÅÊØÔÐYÎ_Û�ØÔÛäÅeÛäÆ�Ä�ÐYÉ�ÛqèÒÙ
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ÅZÆÁÇZÈ ��½^É�¶�Ë�É�Ì×Ì�Ë���Ø
40× 20

Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�ÉçÅ�Ä
Ñ±Ù
Ø<ÅÇÈ�É�Ë�ÕF��Ì×ØÔÛ�ØÃÅeÓ�ò_Ë�ÐÒÎ.Ù
Ø|Ô
ÉåÅÇØ�ÛÇÛäØÚÎkÆ�Ä
ÈqÌ×ØÚÓÔË�Ûä¾ ÅÊØÔÛvÅeÙ
Ø�´\Ð6ÉçÅ�òNØ�Åd�mÄ\ÅÇÅÊÆ�Õ
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X

U(X,0)

 -1.00  -.80  -.60  -.40  -.20   .00   .20   .40   .60   .80  1.00

 -1.00

  -.60

  -.20

   .20

   .60

  1.00

  1.40

  1.80

  2.20

  2.60

  3.00
MINIMUM :   .0000E+00
MAXIMUM :   2.000

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇ�È �jÈ©É�Í�Ë�Û
ν = 10−1 ê_ºe´�ÍMÀm¹�Æ�Î
Å�É×Æ�Õ�´\ùmüUÉ

X

U(X,0)

 -1.00  -.80  -.60  -.40  -.20   .00   .20   .40   .60   .80  1.00

 -1.00

  -.60

  -.20

   .20

   .60

  1.00

  1.40

  1.80

  2.20

  2.60

  3.00
MINIMUM :   .0000E+00
MAXIMUM :   2.000

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇ�È ��¿$É�Í�Ë�Û
ν = 10−2 ê_ºe´�ÍMÀm¹�Æ�Î
Å�É×Æ�Õ�´\ùmüUÉ

X

U(X,0)

 -1.00  -.80  -.60  -.40  -.20   .00   .20   .40   .60   .80  1.00

 -1.00

  -.60

  -.20

   .20

   .60

  1.00

  1.40

  1.80

  2.20

  2.60

  3.00
MINIMUM :  -.3610E-01
MAXIMUM :   2.066

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇ�È ��!^É�Í�Ë�Û
ν = 10−6 ê_ºe´�ÍMÀm¹�Æ�Î
Å�É×Æ�Õ�´\ùmüUÉ

X

U(X,0)

 -1.00  -.80  -.60  -.40  -.20   .00   .20   .40   .60   .80  1.00

 -1.00

  -.60

  -.20

   .20

   .60

  1.00

  1.40

  1.80

  2.20

  2.60

  3.00
MINIMUM :   .0000E+00
MAXIMUM :   2.002

SOLUTION_CASTEM2000

SOLUTION_REFERENCE

ÅZÆÁÇZÈ �	Ç$É�Í�Ë�Û
ν = 10−6 ê_ºe´_ÍMÀe¹
Æ�Î�Å�ÉåÆ�Õ.´
ùmühÉm¾vÍ-Í
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WMw % ��x�&�ptjkZ�^('
¹Sæ ÑÃÅÊÄ_Ù
Ø Ù�Ø Ì æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�Å-Ì�Ë�ÐYÉ×Õ|Ë�ÉåÈÇØ<Ù_Ë�Õ�Û�Ä�ÕNÓÔË�Õ_Ë�ÌkÎ_Ì�Ë�Õ�ËjÔ�ØÔÓ Ä�Õ�Ø ÐJËVÈÊÓ�ò
Ø<Ù
ØÔÛÊÓ�ØÔÕ�Ù|Ë�Õ�ÅÊØ ÎkØÃÈÊÐÒØÃÅ�Ù�ØmÎ�ÈÊÑÔÛäØÔÕ�ÅÊØÃÈ�Ì×ØÔÛ�ÐÒÑ�Å�ò
Æ
Ù
Ø�Û
Õ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\Ä
ØÔÛMØÔÐYÎ_Ì×Æ�è�ÑÃØ�Û�Ù_Ë�Õ�ÛqÍMÀ<´\ºq½�¶ ËVö_ÕNÙ�Ø ÈÇÑÔÛäÆ�Ä�Ù�ÈÇØ Ì×ØÔÛMÑ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ_Û�Ù
Ø<ì ËjÔ
É×ØÃÈä¾v´�ÅÊÆ���ØÔÛMÎkÆ�Ä�È-Ä�Õ�Ü_Ä�É�Ù
Ø<ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�É×ØÔÕ�Ø�ÅqÄ�Õ
ÑÔÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅqÉ�Õ�Ó�Æ�ÐÒÎ_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåâ|ÌåØ�à_¹~Ø�Û-Ù�É9ÝkÑÃÈÇØÔÕ�Å�Û-ÛäÆ�ÌPÔ�ØÔÄ�ÈÊÛ�Ø�ÅqÑÔÌ×ÑÔÐÒØ�Õ�Å�Û�ö_Õ_É×Û�Ø�ÕÎÔ�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ�¸�Î�ÈÇØ�ÛÇÛÇÉ×Æ�Õ�Ä\Å�É�Ì×É�ÛäÑÔÛqÛäÆ�Õ�Å-Î�ÈÇÑ�ÛäØÔÕ�ÅÇÑ�Ûqè�È�Ë�É×ÛÇÆ�Õ
Ù�æ Ä_Õ%ðvØÔÄPÙ�Ø�Ù�Æ�Õ_Õ
ÑÃØÔÛ$ÎkË�ÈÒÓ�Æ�Ä
Î_Ì×Ø�ÛÇÆ�ÌåÔ�ØÔÄ
Èó¸�ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�àLá<Ë�Õ�Û�ÌåØ�ÛqðvØÔÄ\ëPÙ�Ø�Ù
Æ�Õ_Õ
ÑÃØÔÛ�Ù
ØNÕ
Æ�Õ\¾aÈÇÑj��ÈÇØÔÛÊÛÇÉåÆ�ÕPÌ�ÉåÔ
ÈÇÑÔÛÒËjÔ�ØÔÓ�ÍMÀ<´\ºq½�¶Pê
ÅÊÈÇØÔÉo-ÃØcðvØÔÄ\ë6Ù
ØeÙ�Æ�Õ�Õ
ÑÃØ�ÛSÓ�Æ�ÄFÔ\ÈÇØÔÕ�Å1Ä_Õ
Ø¶��È�Ë�Õ_Ù
ØqÎ|ËVÈäÅ�É×ØeÙ
ØÔÛSÎkÆ�ÛÇÛÇÉ×â_É�Ì×ÉåÅÇÑ�ÛÃà�¹~ØeÕ�Æ�ÐgÙ�ØeÓ�Ø�Û~ðoØÔÄ
ëYÙ�ØeÙ
Æ�Õ�Õ
ÑÔØÔÛ1Ó�Æ�ÐYÐÒØ�Õ�Ó�ØqÎ|ËVÈSâ|Ë�Óe��à
ìeÆ�Ä�Û-Õ�Æ�Ä�Û-ÓÃÆ�Õ�ÅÊØÔÕ�ÅÇØÔÈÇÆ�Õ�Û-É�ÓÃÉ~Ù�æ Ñ�Å�Ä�Ù_ÉåØÃÈeÄ�Õ�ÑÔÌåÑ�ÐÒØÔÕ�ÅqÎkÆ�Ä
ÈqÓóò_Ë�Ö�Ä�ØÚÐYÑ�Å�ò
Æ
Ù
ØÚÙ
ØÚÈÇÑÔÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ~à
»mËVÎ�ÎkØÔÌ×Æ�Õ_Û-Ö\Ä
ØÚÎkÆ�Ä
ÈqÄ�Õ�Ü_Ä_É×Ù
Ø±ìeØ?�-ÅÊÆ�Õ�É×ØÔÕNØÃÅeÄ�ÕNÑ�Ó�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØÔÕ�ÅeÉ×Õ_Ó�Æ�ÐÒÎ�ÈÇØ�ÛÇÛÇÉ×â_Ì×Ø�ê_Õ
Æ�Ä�ÛqÙ
Ø=Ô�Æ�Õ�Û-ÈÇÑÔÛÇÆ�Ä�Ù
ÈÇØ





Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u =

1

ρ
{−∇P + µ∆~u}

Æ
,
~u
Ù
Ñ�ÛÇÉP��Õ�Ø�Ì�Ë¶Ô�ÉçÅÊØÔÛÇÛÇØ|ã

m/s
äCç
ρ
Ì�ËmÙ
Ø�Õ�ÛÇÉåÅÊÑ�Ù
Ø�ÈÇÑÔñ�ÑÃÈÊØÔÕ�Ó�Ø-Ù�Ä$Ü_Ä_É×Ù�Ø|ã

kg/m3 äCç P Ì�ËeÎ�ÈÊØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ¥ã
Pa

äCç
µ
Ì�Ë¶Ô�É×ÛÇÓÃÆ�ÛÇÉçÅÊÑ-ÙÁè
Õ|ËVÐ6É×Ö\Ä
Ø

ã
kg/ms

äóà

WMw�� ��[1les
^+*1lqpts
¹tØ�ÓÔË�Û+Ñ�Å�Ä�Ù�É×Ñ�ØÔÛvÅ�É�ÛÇÛÇÄ Ù�æ Ä�Õ âkØÔÕ_Ó�ò�ÐJËVÈ��gËjè\Ë�Õ�Å�ñ�Ë�ÉçÅ�Ì æ Æ�â
ðvØ�Å�Ù�æ Ä�Õ�Ø�ÛKè
Õ�Å�ò�ïÔÛäØ�ÑÔÙ�ÉåÅÊÑÃØ�Î|ËVÈ±ÎYà ¶�Æ�Èe��Ë�Õ~ê<�_à üLÑÃÈ�É�Ë�Ä\ë Ë�Õ�Ù
µMà º-ò
Æ�Ð6Ë�ÛÊÛäØ�Å6ý~ÀmÕ_Ë�Ìåè�ÛÇÉ�Û Æ�ñ1Ì�Ë�ÐYÉ×Õ|ËVÈ<Ü�Æ3�gÆ�Ô�ØÃÈ$Ë�âkËVÓB�
�-ËVÈÊÙ�ñ�ËVÓÔÉ×ÕF�.ÛvÅÊØÃÎtê � Æ�Ì���Æ�ñ1ìqÆ�ÅÊØÔÛ<Æ�Õ&ìmÄ_Ð�à�µOÌ�Ä�É�Ù�¶.ØÔÓóò�à�ê � ÉåØ?��Øj�_ê
���6Õ�È_à
ú Õ%ÐÒÆ
Ù
Ñ�Ì×É�ÛäØ±Ì æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅmÌ�ËVÐ6É×Õ|ËVÉ×ÈÇØ±É�Õ�Ó�Æ�ÐYÎ�ÈÇØÔÛÊÛÇÉåâ|ÌåØ$ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ±Ù|Ë�Õ�ÛqÄ_Õ%ÓÔË�Õ_Ë�ÌUË�Ä\ÅÊÆ�Ä
ÈeÙ�æ Ä�Õ�Ø±ÐJËVÈÊÓ�ò
Ø$Ù
ØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅÊØ�à�úmÕ
Õ
Æ�ÅÊØ

h
ã�ÈÇØÔÛäÎtà

H
äcÌ�Ë±ò_Ë�Ä\ÅÊØ�Ä
ÈMÙ�ÄJÓ�ËVÕ|Ë�Ì_ØÔÕNË�ÐÒÆ�Õ�Å|ã�ÈÇØÔÛäÎtà�ØÔÕNËjÔ�ËVÌúäcÙ
ØmÌ�Ë±Ð6ËVÈÊÓóò
Ø�ê

l
ã�ÈÇØÔÛÇÎ~à

D
äyÌ�Ë±ÌåÆ�ÕF��Ä
Ø�Ä
ÈMÙ�Ä�ÓÔË�Õ_Ë�Ì|ØÔÕ�Ë�ÐYÆ�Õ�Å

ã�ÈÇØÔÛÇÎ~à�ØÔÕ�ËjÔ�Ë�Ì�ämÙ
Ø6Ì�ËNÐ6ËVÈÊÓóò
Ø�à~ùeÕ�Î_ÈÇÆ�ö_ÌOÙ�Ø<Ô
ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØÒÎ|ËVÈ�ËVâkÆ�Ì�É×Ö\Ä
ØÒØ�ÛvÅÚÉ�ÐÒÎkÆ�ÛÇÑYèNÌ æ Ø�Õ�ÅÊÈÇÑÃØ�ê�Ì�Ë?Ô�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØYÐJË�ë
É�Ð6Ë�ÌåØÒÑ�ÅóË�Õ�ÅÚÕ
Æ�ÅÊÑÃØ
Umax

à�¹cæ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅSÛÇØqÛäÑÃÎ|ËVÈÇØeË�ÄYÕ�ÉPÔ�Ø�Ë�ÄYÙ
ØqÌ�Ë ÐJËVÈÊÓ�ò
Ø-Ø�Å1ÛäØ-ÈÇÑ�¾oË�ÅÇÅóË�Ó�ò
Ø-ØÔÕ6ËjÔ�Ë�Ì_Ù
ØqÌ�Ë<Ð6ËVÈÊÓóò
Øeè Ä�Õ
ØmËVâ_ÛÇÓÔÉ×ÛÇÛÇØeè Ù
Ñ�ÅÊØÃÈ�ÐYÉ×Õ�ØÃÈÔà

. n = 0σ
f

u(y)

l

h

D

u=v=0

u=v=0

H
C (x)=0

ÅZÆÁÇZÈ ��Õ^É�·cÓÃÆ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�ÅmË�Ä\ÅÊÆ�Ä
ÈqÙ�æ Ä�Õ�ØÚÐ6ËVÈÊÓóò
ØÚÙ
Ø�ÛÇÓ�ØÔÕ_Ù_Ë�Õ�ÅÊØ
¹tØÒÓÔË�ÛmÅÊØÔÛvÅÚÓ�Æ�Õ�ÛÊÉ×Ù�ÑÃÈÇÑYÉ×ÓÔÉOÓ�Æ�ÈÇÈÇØÔÛÇÎkÆ�Õ�Ù&Ë�Ä\ë­Ô�Ë�ÌåØÔÄ�ÈÊÛ

D = 18m
ê
l = 3m

ê
H = 1.5m

Ø�Å
h = 1m

à�¹~ØÔÛ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û<Ù
ØYì ËjÔ
É×ØÃÈä¾
´�ÅÊÆ���ØÔÛ-ÛäÆ�Õ�ÅeË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ�Î|ËVÈ-Ì×ØÔÛ�ÑÔÓóò
ØÔÌ�ÌåØ�Û-Ù
ØÚÌ×Æ�ÕF��Ä
ØÔÄ�È�Ø�ÅeÙ
ØqÔ
ÉåÅÇØ�ÛÇÛäØ

(H − h)
Ø�Å
Umax

�/Ù
Æ�Õ�Ó
(H − h)/Umax

ÎkÆ�Ä
ÈqÌåØ
ÅÊØÔÐYÎ_ÛZ� Ø�ÅqÆ�Õ%Ë

{ Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u = −∇P +

1

Re
∆~u
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Æ
,�Ì�Ë�Î_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ&ØÔÛvÅ$Ë�Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�Õ_Õ
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ØÔÐYØÔÕ�ÅmÙ_Ë�Õ�ÛqÌåØ<ÅÇØÔÈÊÐÒØÚÙ
ØÚÜ�Æ�ÅÇÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÇÑk�4ê_Õ
Æ�Ä�Û-Ù�Ø=Ô�Æ�Õ_Û-ÈÇÑÔÛäÆ�Ä�Ù�ÈÇØ





Ù�ÉåÔ
~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u∇~u =

1

ρ0
{−∇P + µ∆~u+ ρ~g}

∂T

∂t
+ ~u∇T = α0∆T +

Q

ρcp

Æ
,
~u
Ù�ÑÔÛÇÉ9��Õ
ØqÌ�ËdÔ
ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØBã

m/s
ä�ç
ρ
Ì�Ë<Ù
ØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑqÙ_ÄÒÜ_Ä�É�Ù
ØBã

kg/m3 äCç P Ì�ËmÎ�ÈÇØ�ÛÇÛÇÉ×Æ�Õ�ã
Pa

äCç
T
Ì�ËeÅÊØÔÐÒÎ�ÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØuã

K
äCç
µ
Ì�ËnÔ
É�ÛÇÓ�Æ�ÛÊÉçÅÊÑ

ÙÁè�Õ_Ë�ÐYÉ�Ö�Ä�Ø¿ã
kg/ms

äCç
α
Ì�ËYÙ�É9Ý�Ä�ÛÊÉåÔ�ÉçÅÊÑ<Å�ò
ØÔÈÊÐYÉ×Ö\Ä
Ø¿ã

m2/s
äX�

α = λ/ρcp
Æ�,

λ
Ù�ÑÔÛÇÉ9��Õ
Ø±Ì�ËYÓ�Æ�Õ�Ù_Ä�ÓóÅ�ÉåÔ�ÉçÅÊÑÚÅÊò�ØÃÈÊÐYÉ�Ö�Ä�ØÚØ�Å

cp
Ì�Ë

Óóò_Ë�ÌåØÔÄ�ÈÚÛÇÎkÑÔÓÃÉ×ö_Ö\Ä
ØJè�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ&Ó�Æ�Õ_ÛvÅóË�Õ�ÅÊØÒØ�Å
Q
Ä_Õ
Ø6Ù
ØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑ6Ù
Ø6ÛäÆ�Ä
ÈÊÓÃØYÙ
Ø6Ó�ò|ËVÌ×ØÔÄ
È¿ã

W/m3 äóà~¹~ØÔÛÚÖ�Ä_Ë�Õ�ÅÊÉåÅÊÑÔÛÚÉ×Õ_Ù�É�Ó�ÑÃØÔÛ<ÎkËVÈ 0ÛÇÆ�Õ�ÅqÎ�ÈÊÉ�ÛäØÔÛeèÒÌ�Ë�ÅÇØ�ÐÒÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÊØ<Ù
ØÚÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø
T0
à

Þ w�� ��[1les
^+*1lqpts
¹tØ$ÓÔË�ÛeÑ�Å�Ä�Ù�É×Ñ$ØÔÛäÅ É×ÛÇÛÊÄ�Ù�æ Ä�Õ�Ë�ÈÇÅÊÉ�ÓÃÌ×Ø$Ù�Ø$á�à ÎYà'É<ËVÈäÅ�Ì×É�ÕF��É�Õ�Å�ÉçÅ�Ä_ÌåÑ�ßvÀ ö|Õ�ÉåÅÇØ$ØÔÌ×ØÔÐYØÔÕ�Å<Ë�Õ|Ë�Ìåè
ÛÊÉ×ÛeÆ�ñfÔ�Æ�Ì�Ä�ÐÒØÃÅÊÈÊÉ×ÓÔË�Ì�Ìåè.ò�Ø�Ë�ÅÊØÔÙ.Ü_Ä�É�Ù�Û
É�Õ%Ë�Õ.Ë�ë
É�Û[è
Ð6ÐÒØ�ÅÊÈÊÉ�Ó ØÔÕ�ÓÔÌåÆ�ÛÇÄ�ÈÇØ�à�ê|ËVÈäÅ�É×ÓÔÌåØÚÎ|ËVÈÊÄ�Ù|ËVÕ_ÛÊá�LïS�Lbê�é«]qì9é=ù?é?Sºêb÷kLïSFáZì�ÁELÁI�÷óêFÔ�Æ�Ì9ÈYØÔÕÄ���6Õ�ÿ\à
¹Sæ Ø�Õ�Ó�ØÔÉ�Õ�ÅÊØ6Ó�Æ�Õ�ÅÊØÔÕ|Ë�Õ�Å±Ì æ Æ�ëÁè
Ù�Ø6Ù�æ Ä
È�Ë�Õ�É�Ä�Ð©ØÔÛvÅ±Ä�Õ�Ó-è�Ì×É�Õ�Ù
ÈÊØ6ñ�ØÃÈÊÐYÑYÙ
Ø6ò_Ë�Ä\ÅÊØÔÄ�È

H
Ø�Å$Ù
ØYÈ�Ëjè�Æ�Õ

R
à�¹tØÔÛ<Î|ËVÈÇÆ�É×ÛÚÙ
Ø6Ì�æ ØÔÕ�ÓÃØÔÉ×Õ�ÅÊØ

ÛÇÆ�Õ�ÅeÐ6Ë�É�Õ�ÅÊØÔÕ\Ä
ØÔÛqèÒÌ�Ë$ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ±Ë�Ð±â_É�Ë�Õ�ÅÊØ�à
¹Sæ Æ�ëÁè
Ù�ØqÙ�æ Ä
È�Ë�Õ�É�Ä�ÐIÓÃÆ�Õ�ÅÊØÔÕ�Ä6Ù_Ë�Õ�ÛSÌ�æ ØÔÕ_Ó�ØÔÉ�Õ�ÅÊØeÓ-è
Ì�É×Õ_Ù
ÈÊÉ�Ö�Ä
ØqØ�ÛvÅSØÔÕYÛÇÆ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�ÕÒØ�Å1Ù
Ñj��Ë���ØqÙ�ØqÌ�ËÚÓ�ò_Ë�Ì×ØÔÄ
ÈSÓÃÆ�ÐÒÎ
ÅÊØ�ÅÊØÔÕ�Ä6Ù
ØeÛÊË È�Ë�Ù�ÉåÆ�¾
Ë�ÓóÅ�ÉPÔ
ÉåÅÇÑ�à\¹LËÚÎ_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�Ó�Ø Ù�Ø Ó�Ø�ÅÇÅÊØ ÛäÆ�Ä
ÈÊÓÃØ Ù�æ ÑÔÕ
ØÃÈe��É×Ø�ê
ÛÇÄ�Î�ÎkÆ�ÛäÑÃØ Ä_Õ�É×ñ�Æ�ÈÊÐÒØmØ�Å-Ó�Æ�Õ�ÛäÅ�Ë�Õ�ÅÊØmÙ|Ë�Õ�ÛMÌ×ØeÅÊØÔÐÒÎ_ÛÔêI��ÑÔÕ
ïÔÈÇØ Ù
ØÔÛ�ÐÒÆ�ÄÁÔ�ØÔÐÒØÔÕ�Å�Û
Ù
Ø�Ó�Æ�Õ6Ô�ØÔÓóÅ�É×Æ�ÕPÕ_Ë�Å�Ä
ÈÇØÔÌ�ÌåØNËVÄPÛäØÔÉ�Õ
Ù�Ä
Ó-è�Ì×É�Õ�Ù
ÈÊØ�àO´\É1è�ñôË�É×â_Ì×ØJÕ
Æ�Ð$â�ÈÇØJÙ
Ø¥ÉmÈóËVÛÊò
Æ�ñ1Æ�Õ�Æ�â
Å�ÉåØÔÕ�Å�Ä�Õ
ØJÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�ÕPÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�ê~Æ�Õ
Æ�â_ÛÇØÃÈKÔ�ØÚÙ
Ø�Û-ÛäÅÇÈ�Ä�ÓóÅ�Ä
ÈÇØÔÛqÙ�æ ÑÔÓ�Æ�Ä�Ì×ØÔÐÒØ�Õ�ÅqâkØ�Ë�Ä_Ó�Æ�Ä
Î�Î|Ì×Ä�ÛqÓÃÆ�ÐYÎ_Ì×Ø�ë\ØÔÛeè�Î|ËVÈäÅ�É×ÈqÙ�æ Ä�Õ%Ó�ØÃÈäÅóË�É�Õ�ÛäØ�Ä�É×Ì à
ÀeÎ�ÈÇï�Û�ËjÔ�Æ�É×ÈÒË�Ù_É×ÐÒØ�Õ�ÛÇÉ×Æ�Õ�Õ
ÑNÌ�æéËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�ÅÊÉ×Æ�ÕPÙ
Ø��1Æ�Ä_ÛÇÛÇÉ�Õ
ØÔÛÊÖ&Ù�ØÔÛ±ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�Û�Ù
ØNì ËjÔ
É×ØÃÈä¾v´�ÅÊÆ���ØÔÛÃêLÕ
Æ�Ä_ÛuÔ�Æ�Ä�Û$Ù�ØÔÐ6Ë�Õ�Ù�Æ�Õ�Û$Ù
Ø
ÈÇØ�Õ�Ù
ÈÇØmÓ�Æ�ÐYÎ
ÅÊØeÙ�ØÔÛ1ÛäÅÇÈÊÄ_ÓóÅ�Ä
ÈÇØÔÛ1Ù~æ Ñ�Ó�Æ�Ä�ÌåØ�ÐÒØÔÕ�Å1ÎkÆ�Ä�È1Ì×ØÔÛ1Õ�Æ�Ð$â�ÈÇØ�ÛSÙ�Ø|ÉmÈ�Ë�ÛÊò
Æ�ñ�ÛÇÄ�ÉPÔ�ËVÕ�Å�Ûeý

4.39× 104 ê 2.19× 105 Ø�Å 4.39× 105 àüLÆ�Ä
ÈÚÓ�ØÔÌ�Ë
ê�É×ÌfÔ�Æ�Ä�Û<ñôË�Ä
ÅÚÐÒÆ
Ù�Éåö_ØÃÈ<Ù_Ë�Õ_Û Ì×Ø ðoØÔÄ&Ù
ØYÙ
Æ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ<ñ�Æ�Ä
È�Õ�ÉOÌåØYÕ
Æ�Ð$â�ÈÇØYÙ
Ø¿ÉmÈ�Ë�ÛÇò
Æ�ñoê�Óóò
Æ�É×ÛÊÉåÈÚÄ�Õ&ÛäÆ�ÌPÔ�Ø�Ä
È ØÃÅÚÄ�Õ&Ó�Æ�Ä
Î|ÌåØ
Ù�æ ÑÔÌ×ÑÔÐYØÔÕ�Å�Û-ö_Õ_É×ÛqØÔÕ°Ô
ÉåÅÇØ�ÛÇÛäØV¸�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ�ã�Ô�ËVÈÊÉ�Ë�â|ÌåØÔÛ:Ü��|ê@��H�»��E�ÒØ�Å^�3	4��
4�6Ù_ÄÒðoØ�Ä%Ù
Ø$Ù
Æ�Õ�Õ�ÑÃØÔÛ$äóà|·cÕ%Î�ÈÇØ�ÐYÉåïÔÈÇØ$ËVÎ�Î�ÈÇÆ�ë�É×ÐJË�ÅÊÉ×Æ�Õ�ê|ÌåØ
ÎkÆ�É�Õ�Å1ö
ë\ØqØÔÛäÅ1É×Õ\Ä\Å�É�ÌåØ�ã)�6H�»����6m5£	äóà�ùqÅ�É×Ì�É×ÛäØU-$�6H�»��E�6mEu±ÎkÆ�Ä
È1Ì�æéË�ÌP��Æ�ÈÊÉåÅÊò_ÐÒØeÙ
Ø-Î_ÈÇÆ�ðvØÔÓóÅ�É×Æ�Õ~ê��6H�»��E��m4¥±Î�Æ�Ä�ÈSÌ�Ë ÈÇÑÔÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ6É�ÐÒÎ_Ì�É×ÓÔÉçÅÊØ
Ø�Å��6H
»��E�6m
z ÎkÆ�Ä
ÈUÌ æ Ë�Ì9��Æ�ÈÊÉçÅ�ò�ÐYØSÛäØÔÐ6Éç¾ Ø�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ�à�¹tØcÓ�Ë�Û=�6H�»����6mE¦qØÔÛvÅLÄ�Õ�Ø1Ë�Ä\ÅÊÈÇØSÐYÉ�ÛäØcØÔÕÚÆ�Ø�ÄÁÔ\ÈÇØ1É×Õ�ñ�Æ�ÈÊÐ6Ë�Å�É×Ö\Ä
ØSÙ�Ä±ÛäØÔÐ6Éç¾ Ø�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØ
Ù
Æ�Õ_Õ_Ë�Õ�ÅeÌ×ØÔÛqÐjOÔÐYØÔÛ�ÈÇÑÔÛÇÄ_ÌçÅóË�Å�Û-Ö�Ä�Øj��H�»��E�6m
zkà
üLÆ�Ä
ÈqÌ�æéË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ_Õ_Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ�Ù
ØÔÛ�ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÔê�Ì�Ë�Ì×Æ�ÕF��Ä
ØÔÄ�È-Ù�Ø ÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø Ø�ÛvÅqÌåØ<È�Ëjè�Æ�Õ

R
Ù
ØÚÌ�æ ØÔÕ�ÓÃØÔÉ×Õ�ÅÊØ�ê�Ì×Ø ÅÇØ�ÐÒÎ_Û�Ù�Ø ÈÇÑ�ñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�Ø

ØÔÛäÅ
R2/α

Ø�ÅcÌ�ËqÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØMÙ�ØMÈÇÑÔñ�ÑÃÈÊØÔÕ�Ó�Ø�ØÔÛvÅ
QR2/λ

à�üLØÔÄ\ÅÇ¾¡OÃÅÇÈÊØ�ÛäØÃÈ�Ë�ÉåÅÇ¾aÉ×Ì�â�Æ�ÕÒÙ
Ø�ÛÇØ1ÎkÆ�ÛÇØÃÈyÌ�ËmÖ�Ä�ØÔÛvÅ�É×Æ�Õ�ÛÇÄ�ÉPÔ�ËVÕ�ÅÊØ ý�·cÕ�Ö\Ä
Æ�É
Ó�ØÔÛ
Óóò
Æ�Éçë.ÛÇÆ�Õ�ÅÇ¾aÉ×Ì�ÛmÕ
Æ�Õ.ÓÃÌ�Ë�ÛÇÛÊÉ×Ö\Ä
ØÔÛeØ�ÅmÎkÆ�Ä
ÈÊÖ\Ä
Æ�ÉtÎ�ÈÇÆ
Ó�ïÔÙ�Ø�¾ ÅÇ¾ Æ�Õ�Ë�É�Õ�ÛÇÉUÙ_Ë�Õ�ÛmÌ×Ø$ÓÔË�ÛeÎ�ÈÇÑÔÛÇØÔÕ�Å0ª$á Ä
È�Ë�Õ�Å Ì�æéË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ�Õ|Ë�Ì×É�ÛÊË�Å�ÉåÆ�Õ�ê�Ô�Æ�Ä�Û
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Ù
ØjÔ�ØU- Õ
Æ�ÈÊÐJËVÌ×ØÔÐÒØ�Õ�ÅhÔ�Æ�ÉåÈ-ËVÎ�Î|ËVÈ�Ë3f�ÅÊÈÇØ ÌåØÔÛ�Õ
Æ�Ð±â_ÈÇØÔÛMÛÊË�Õ�ÛMÙ�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉåÆ�ÕNÛÇÄ�ÉPÔ�Ë�Õ�Å�Ûqã Õ
Æ�Ð±â_ÈÇØÔÛMÙ
Ø ücÈ�Ë�Õ�Ù
ÅÊÌ|ØÃÅ�Ù�ØuÉmÈ�Ë�ÛÇò
Æ�ñ~ÐYÆ\Ù_Éåö�Ñ�ä-ý
Pr =

ν

α

Gr∗ =
gβR5Q

ν2λ

Æ
,
β
Ù
Ñ�ÛÇÉ9��Õ�ØÚÌ×Ø±Ó�Æ\ØÃí6ÓÃÉ×ØÔÕ�ÅeÙ�ØÚÙ�É�Ì�Ë�ÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑ<Å�ò
ØÃÈÊÐ6É×Ö\Ä
ØYý

β = − 1

ρ0

∂ρ

∂T

∣∣∣∣
P

à

Þ w R ��[S]�]
ptjkZ�^a[1l
¹Sæ Ë�Ù_É×ÐÒØ�Õ�ÛÇÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�Ì�É×ÛÊË�Å�É×Æ�Õ�Ù
ØÔÛ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�Õ�ÛÚè�Ì æ Ë�É�Ù
ØYÙ
ØÔÛ ÑÔÓóò
ØÔÌ�ÌåØÔÛ Î_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�ÅÊÑÃØÔÛ<ÓÃÉå¾aÙ
ØÔÛÊÛÇÄ�Û<Ó�Æ�Õ_Ù�Ä�ÉåÅ±Ë�Ä�ÛKè
ÛvÅÊï�ÐÒØÒÛÇÄ_ÉåÔ�Ë�Õ�Å¿ã�Î|ËVÈÚËVâ_Ä�Û
Ù
Ø�Õ
Æ�ÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ+Õ
Æ�Ä�Û$ÈÊØÃÎ�ÈÇØÔÕ�Æ�Õ�Û�É×ÓÔÉ1ÎkÆ�Ä
ÈÒÌåØÔÛ<��È�Ë�Õ�Ù
ØÔÄ�ÈÊÛÒË�Ù�É�ÐÒØÔÕ�ÛÊÉåÆ�Õ_Õ
ÑÃØÔÛÒÌåØÔÛÒÐjOÔÐYØÔÛ$Õ�ÆVÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Û�Ö�Ä
ØNÎkÆ�Ä
ÈÒÌåØ�Û�Ö\Ä_Ë�Õ�Å�ÉåÅÊÑÔÛ�Õ
Æ�Õ
Ë�Ù�É�ÐÒØÔÕ_ÛÇÉ×Æ�Õ_Õ
ÑÃØÔÛÔê_ÛÊË�Ä�ñUÎkÆ�Ä
ÈqÌ�Ë$ÅÊØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ Î�Æ�Ä�ÈqÌ�ËVÖ\Ä
ØÔÌ�ÌåØ$Õ
Æ�Ä�ÛqÉ×Õ�ÅÇÈÇÆ
Ù�Ä_É×ÛÇÆ�Õ�Û-Ì�Ë�Ô�ËVÈÊÉ�ËVâ_Ì×Ø

θ
ämý





Ù�ÉåÔ
~u = 0

~ut + ~u∇~u = −∇P + Pr∆~u+Gr∗Pr2θ
θt + ~u∇θ = ∆θ + 1

üLÆ�Ä
ÈqÄ_ÕNÜ_Ä_É×Ù
ØÚØ�ÅeÄ�Õ�Ø ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØÚÙ
Ø<ÈÇÑ�ñ�ÑÃÈÇØ�Õ�Ó�ØÚÙ�Æ�Õ�Õ
ÑÔÛÔê�Ì×Ø
Pr

ØÔÛäÅqÓÃÆ�Õ_ÛvÅóË�Õ�Å�à�·SÕ%ñôË�É×Û�Ë�Õ�Å¦Ô�ËVÈÊÉåØÔÈqÌåØ
Gr∗

ê_Õ
Æ�Ä�ÛqË�Ì�ÌåÆ�Õ�ÛqÙ
Æ�Õ�Ó
ÐYÆ\Ù_Éåö�ØÔÈ±Ù|ËVÕ_Û±Ì�æ ÑÔÖ\Ä_Ë�Å�ÉåÆ�ÕPÙ
ØJÖ\Ä_Ë�Õ�Å�ÉåÅÇÑ�Ù
ØJÐYÆ�ÄÁÔ�Ø�ÐÒØÔÕ�Å$Ì�æ ÑÔÖ\Ä�É�Ì×É×â�ÈÇØJØÔÕ�ÅÊÈÇØJÌåØ�Û±ñ�Æ�ÈÊÓ�Ø�Û±É×Õ�ØÃÈäÅ�ÉåØÔÌ�ÌåØ�ÛÃêUÌ×ØÔÛ±ñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛ|Ô�É×ÛÊÖ�Ä
Ø�Ä�ÛäØÔÛ±Ø�Å�Ì�Ë
Ü�Æ�ÅÇÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑ�à

Æ0à Ñ à ½ ­ ×Ø� �¿
��
Gr∗

À�»X�¥
�� ¾ � ��»f
��ÁÃ��Á���

ÀIÎ|ËVÈäÅ�ÉåÈ<Ù�æ Ä_Õ�Ñ�ÅóË�Å<É�Õ�ÉåÅÊÉ�Ë�ÌLÆ
,�ÌåØÒÜ_Ä�É�Ù
Ø�Ø�ÛvÅ±ËVÄ�ÈÇØÃÎkÆ�ÛÔê�Ì�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØÒÄ�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒØ�ØÃÅ Ñ7��Ë�Ì×ØYè�Ì�Ë6ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
ÈÇØ$ØÃë�ÅÊÑÃÈÊÉ×ØÔÄ
ÈÇØ�ê�Æ�Õ
ËVÎ�Î|Ì×É�Ö�Ä
Ø è

t = 0
Ä�Õ�ØeÙ
ØÔÕ_ÛÇÉçÅÊÑmÄ�Õ�É�ñ�Æ�ÈÊÐÒØeÙ�ØeÓ�ò|Ë�ÌåØÔÄ�ÈÔà\ú ÕYÈÇØj��ËVÈÊÙ
ØmË�Ì×Æ�ÈÊÛcÎkÆ�Ä
È1Ó�ò|Ë�ÓÃÄ�ÕJÙ
ØÔÛ

Gr∗
Ì æ Ñ=Ô�Æ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Ë�Ä6Ó�Æ�Ä
ÈÊÛSÙ_ÄÒÅÊØÔÐÒÎ|Û

Ù
Ø�Û-ÛäÅÇÈ�Ä�ÓóÅ�Ä
ÈÇØ�Û-Ù�æ ÑÔÓ�Æ�Ä_ÌåØÔÐYØÔÕ�Å�à
Gr∗ = 4.39×104 ³|ÀmÄ6âkÆ�Ä\ÅMÙ�æ ØÔÕ Ô
É×ÈÇÆ�Õ6Ä_Õ
ØmÐYÉ×Õ\Ä\ÅÊØ�ê�Ì�ËÚÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ6Æ�â
ÅÊØÔÕ\Ä
ØeØÔÛvÅMÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÊØ�à�¹~ØÔÛ1Ì×É9��Õ
ØÔÛ1Ù
ØmÓ�Æ�Ä�È�Ë�Õ�ÅMÐÒÆ�Õ�ÅÇÈÊØÔÕ�ÅÄ�ÕÒÅÇÆ�Ä�ÈÇâ_É×Ì�ÌåÆ�ÕÒÎ_ÈÊÉ×Õ_ÓÃÉåÎkËVÌ ê�ÌåØ-Ü|Ä�É×Ù�ØqÙ
ØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù_Ë�Õ�ÅSÌ×ØqÌåÆ�Õ��ÚÙ
ØÔÛcÎ|ËVÈÇÆ�É×Ûcñ�ÈÇÆ�É�Ù
ØÔÛcÙ_ÄÒÓ=è
Ì�É×Õ�Ù�ÈÇØ�à�¹cæ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕYÙ
ØqÌ�Ë ñ�Æ�Õ�Ó�ÅÊÉ×Æ�ÕYÙ
ØqÓ�Æ�Ä�È�Ë�Õ�Å
Ë�ÄÒÓÃÆ�Ä�ÈÊÛyÙ�Ä$ÅÊØÔÐYÎ_ÛyÉ×Ì�Ì×Ä_ÛvÅÊÈÇØ-Ì�Ë ÐYÉ×ÛÇØ�ØÔÕ�Î_Ì�Ë�Ó�Ø-Ù_Ä$ÅÊÆ�Ä
ÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ^�îÓ�ÈÇÆ�É×ÛÊÛÊË�Õ�ÓÃØ�ÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåïÃÈÊØ-Ù�ÄÒÐJË�ë
É�Ð$Ä�ÐiÙ
Ø-Ì�Ë ñ�Æ�Õ�ÓóÅ�É×Æ�ÕYÙ
Ø-ÓÃÆ�Ä�È�Ë�Õ�Å�à
¹tØÔÛMÉ×ÛäÆ�Å�ò
ØÔÈÊÐÒØÔÛ1ÛÇÆ�Õ�ÅMÎ|Ì×Ä�ÛSÅóË�ÛÊÛäÑÃØÔÛMÙ_Ë�Õ�ÛMÌ�ËÚÎ|ËVÈäÅ�É×Ømò_Ë�Ä
ÅÇØ Ù�Ä�Ó-è�Ì×É�Õ�Ù
ÈÇØ<Ó�Ø Ö�Ä�É�ÐÒÆ�Õ�ÅÊÈÇØ Ö�Ä
Ø ÐJËVÌ9��ÈÇÑmÄ�Õ�Õ�Æ�Ð±â�ÈÇØ Ù
Ø

Gr∗
ÐYÆ\Ù�ÑÃÈÇÑ

Ì×ØÔÛ-ñ�Æ�È�Ó�ØÔÛ-Ù
Ø<Ü_Æ�ÅäÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÊÑÚÕ
ØÚÛÇÆ�Õ�Å-Î|Ë�Û-Õ
Ñ7��Ì×É9��Ø�ËVâ_ÌåØ�Ûuã�ØÔÕ�ÓÃÆ�Õ_Ù�Ä�Ó�ÅÊÉ×Æ�ÕNÎ_Ä
ÈÊØ�ê�Ì×ØÔÛ-É�ÛäÆ�Å�ò
ØÃÈÊÐYØÔÛ�ÛÇØÃÈ�Ë�É×ØÔÕ�ÅqÈÇÑj��Ä�Ì�ÉåïÔÈÇØÔÐÒØÔÕ�Å-Ø�ÛäÎ|Ë�Ó�ÑÔØÔÛ$äóà
Gr∗ = 2.19 × 105 ³eúmÕ�Æ�â
Å�ÉåØ�Õ�Å�è&Õ
Æ�ÄFÔ�Ø�Ë�Ä�Ä�Õ
Ø.ÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ_Õ_Ë�ÉåÈÇØ�Î_ÈÇÑÔÛäØ�Õ�ÅóË�Õ�ÅJÓ�Æ�Ð6ÐÒØ�ÎkÆ�Ä
È6Ì×Ø�Î_ÈÇÑÔÓ�ÑÔÙ|Ë�Õ�Å Gr∗ Ä�ÕÅÊÆ�Ä
ÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ+Î_ÈÊÉ×Õ�ÓÔÉåÎ|Ë�Ì àSÍ1ØÃÎkØ�Õ�Ù_Ë�Õ�Å�êyÛÇÉMÆ�Õ�ÈÇØj��ËVÈÊÙ
Ø�Ì�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�Ù_Ä
È�Ë�Õ�Å6Ì×Ø�ÅÇÈóËVÕ_ÛÇÉåÅÇÆ�É×ÈÇØ�Ù�Ä+ÎkÆ�É�Õ�Å6Ó�ò|ËVÄ_Ù�êOÆ�Õ+Æ�â_ÛäØÔÈKÔ�Ø�Ö\Ä�æ É×Ì�ÛäØ
Ù
ÑÔÎ_Ì�Ë�ÓÃØÚÌåØ±ÌåÆ�Õ��YÙ�ØÚÌ�æéË�ë
Ø±ËjÔ�Ë�Õ�ÅeÙ
ØÚÛÇØÚÙ
ÑÔÓÔË�Ì×ØÃÈgÔ�ØÃÈÊÛqÌ�æ Ø�ë�ÅÊÑÔÈÊÉåØÔÄ�ÈqÌåÆ�ÈÊÛÊÖ�Ä~æ É�Ì~Ë�ÅÇÅÊØÔÉ�Õ�ÅeÌåØ�Û

2/3
Ù
Ø±Ì�ËÒò_Ë�Ä\ÅÊØÔÄ�ÈqÙ�Ä�Ó-è�Ì×É�Õ�Ù
ÈÇØ�à_À2Ì�æ Ñ�ÅóË�Å

ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ�ê\Ì×Ø Ü_Ä�É�Ù
Ø Î_Ì×Ä_Û�ñ�ÈÇÆ�É×ÙNÛÊÉçÅ�Ä
ÑÚè$Ì�Ë$Ð¯OÔÐÒØ Ó�Æ�ÅÊØ Ö\Ä
Ø<ÌåØ ÎkÆ�É×Õ�Å-Ó�ò_Ë�Ä_ÙNË�Ä�È�Ë�ÉçÅMÅÊØÔÕ�Ù|Ë�Õ�Ó�Ø<è�Ù
ØÔÛÇÓÃØÔÕ�Ù
ÈÊØ�à_úeÈMÆ�ÕNÕ�æ Æ�â_ÛäØÔÈKÔ�Ø
Ö\Ä�æ Ä�ÕNÛäØ�Ä�Ì|ÅÊÆ�Ä
ÈÊâ_É×Ì�ÌåÆ�Õ�à|Ímæ ØÔÛvÅqÙ
Æ�Õ�Ó Ö\Ä
Ø<Ì×ØÔÛ�ñ�Æ�ÈÊÓ�Ø�Û�É×Õ
ØÔÈäÅ�ÉåØÔÌ�ÌåØÔÛ-ÛÇÆ�Õ�Å�ØÔÕ_Ó�Æ�ÈÇØ<ÛÇÄ�í6ÛÊË�Õ�ÅÊØÔÛMÎkÆ�Ä�È�ÛÔæ Æ�Î�Î�Æ�ÛÇØÃÈ-è�Ì�Ë$Ü�Æ�ÅÇÅóËVâ_É×Ì�ÉçÅÊÑ Ø�ÕNÓ�ØÔÛ
ÎkÆ�É�Õ�Å�ÛÃà_úmÕJÎkØ�Ä\Å-ÛÃæéË�ÅÇÅÇØ�Õ�Ù
ÈÇØmÎkÆ�Ä
È�Ù
ØÔÛ

Gr∗
Î_Ì�Ä�ÛMÉ�ÐÒÎkÆ�ÈäÅóË�Õ�ÅÊÛ�è±ÓÃØ Ö�Ä
Ø ÓÃØ�Å�ÑÔÖ�Ä_É×Ì�Éåâ�ÈÇØ<ÛÇÆ�ÉåÅMÈÇÆ�ÐYÎ_ÄJØ�Å�Ù�Æ�Õ_Ó è±Ì æéË�Î_Î|ËVÈÊÉåÅÊÉ×Æ�Õ�Ù�æ Ä�Õ

ÅÊÆ�Ä
ÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ%ÛäØÔÓÃÆ�Õ_Ù_Ë�ÉåÈÇØ�à
Gr∗ = 4.39× 105 ³�üLÆ�Ä
È�Ó�Ø Gr∗ ê\Ì×ØÔÛMñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛMÙ
Ø Ü�Æ�ÅÇÅ�ËVâ|É×Ì�ÉçÅÊÑmÎ_ÈÇØÔÕ�Õ
Ø�Õ�Å-ÌåØ Î|Ë�ÛMÛÇÄ�ÈMÌ×ØÔÛMñ�Æ�ÈÊÓ�ØÔÛMÉ�Õ
ØÃÈäÅ�É×ØÔÌ�ÌåØÔÛMÎkÆ�Ä
È�ÌåØ�Û1ÎkÆ�É�Õ�Å�ÛMÛÇÉåÅ�Ä
ÑÔÛØÔÕ�ÅÊÈÇØJÌ�æéË�ë\Ø�Ù
Ø6ÈÇÑ=Ô�Æ�Ì×Ä
ÅÊÉ×Æ�Õ�Ø�Å�ÌåØ6Î�Æ�É�Õ�Å�Óóò_Ë�Ä�Ù�àtûvÌ1Ë�Î_Î|ËVÈ�Ë3f�Å�Ù
Æ�Õ�Ó6Ä�Õ�ÅÊÆ�Ä�ÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ
ÛäØÔÓÃÆ�Õ_Ù_Ë�ÉåÈÊØ�àt¹tØÒÅÊÆ�Ä
ÈÊâ_É×Ì�ÌåÆ�Õ
Î�ÈÊÉ�Õ�ÓÃÉ×Î|Ë�ÌåØJØ�Å�ÌåØ
ÅÊÆ�Ä
ÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ�ÛÇØÔÓ�Æ�Õ�Ù|Ë�ÉåÈÇØ É�Õ�ÅÊØÃÈ�Ë���É�ÛÇÛÇØÔÕ�Å�à
ÀmÄ�Ó�Æ�Ä
ÈÊÛMÙ�ÄJÅÊØÔÐÒÎ|ÛÃê�ÎkÆ�Ä
È�Ä_ÕJÎ|Ë�ÛMÙ�ØeÅÊØÔÐÒÎ_ÛMÙ�Ø

∆t = 0.05
É�Ì×Û�Ó�ÈÇÆ�É�ÛÇÛäØ�Õ�Å�Ø�Å-Ù
ÑÔÓ�ÈÇÆ�É�ÛÇÛÇØÔÕ�Å

ÎkÑÔÈÊÉåÆ
Ù�É�Ö�Ä
Ø�ÐÒØÔÕ�Å$ÛäØÔÐ$â_ÌåØÃ¾ ÅÇ¾aÉ×Ì êtÛÊË�Õ�Û±Ë�ÓÃÓÃÈÇÆ\Óóò
ØÃÈ±Ä�Õ
ÐÒÆ
Ù
Ø6ÛvÅóËVâ_Ì×Ø�à~ámØJÓ�Ø6ñ�Ë�ÉçÅ�ê~Ì×ØYÎkÆ�É�Õ�Å$Ó�ò|ËVÄ_Ù�ÛÇØ6Ù
ÑÃÎ_Ì�Ë�Ó�Ø6ØÔÕ�ÅÊÈÇØ6Ä_Õ
ØYÎkÆ�ÛÊÉçÅ�ÉåÆ�Õ
Î�ÈÊÆ\Óóò
ØqÙ
ØqÌ æéË�ë
Ø-Ø�Å1Ä�Õ�Ø-ÎkÆ�ÛÇÉçÅ�É×Æ�ÕÒÎ_Ì×Ä_ÛyØ�ë�Ó�ØÔÕ�ÅÊÈÇÑÃØeË�Äæ��ÈÇïÔÛcÙ�ØqÌ�æ Ñ=Ô�Æ�Ì×Ä\Å�É×Æ�ÕYÙ
ØqÌ�ËmÅ�Ë�É�Ì×Ì×ØqÙ�ØÔÛcÙ
Ø�Ä\ë$ÅÊÆ�Ä
ÈÇâ|É×Ì�ÌåÆ�Õ�ÛÔà�ú ÕYÕ�æ Æ�â
Å�É×ØÔÕ�Å1Ù
Æ�Õ�Ó
Î|Ë�ÛeÎkÆ�Ä
È Ó�Ø

Gr∗
Ù
Ø�ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóË�Å�ÉåÆ�Õ�Õ|Ë�ÉåÈÇØ�àküLÆ�Ä
È Ä�Õ.Î|Ë�ÛmÙ
Ø±ÅÊØÔÐÒÎ|ÛeÙ
Ø

∆t = 0.01
Æ�Õ%Æ�â�ÅÊÉ×ØÔÕ�Å Ä�Õ�Ø$ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ.ÛäÅóË�ÅÊÉ×Æ�Õ�Õ_Ë�É×ÈÇØ�è

Õ
Æ�ÄFÔ�Ø�Ë�Ä~à_¹UËÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Î_ÛäØ�Ä�Ù
Æ�¾ ÎkÑÔÈÊÉåÆ
Ù�É�Ö�Ä
Ø±ÛÇØÔÐ±â|ÌåØ±Ù
Æ�Õ�ÓkOÃÅÇÈÊØÚÄ�Õ.ËVÈäÅÊØÔñôË�ÓóÅeÕ\Ä�ÐÒÑÃÈ�É×Ö\Ä
Ø�à
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ûvÌ-Ó�Æ�Õ6Ô�ÉåØ�Õ�ÅJÙ�Ø%ÛÊÉP��Õ_Ë�Ì×ØÃÈ6Ö�Ä�Ø%Ì æéËVÄ
ÅÊØÔÄ
È6Ù
Ø.Ì�æéËVÈäÅ�É×ÓÃÌ×Ø.É×Õ�Ù_É×Ö\Ä
Ø.Ö�Ä
Ø.Ó�Æ�Õ�ÅÇÈóËVÉ×ÈÇØÔÐYØÔÕ�Å�è&Ù�æéË�Ä\ÅÊÈÇØÔÛÒÈÇÑÔñ�ÑÃÈÇØÔÕ_Ó�ØÔÛÃêcÉ�Ì�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�Å6ÎkÆ�Ä
È6Ó�Ø
ÉmÈóËVÛÊò
Æ�ñcÄ�Õ
ØÒÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�ÛvÅóËVâ_Ì×ØYèJÙ
ØÔÄ
ë%ÅÊÆ�Ä
ÈÇâ_É�Ì×Ì×Æ�Õ�ÛÃê�Ù
ØÔÛ ÛÇÆ�Ì×Ä\Å�É×Æ�Õ�ÛmÎkÑÃÈÊÉåÆ
Ù�É�Ö�Ä�ØÔÛ Õ�æéËVÎ�ÎkËVÈ�Ë�É×ÛÇÛ�Ë�Õ�Å<Ö�Ä~æ Ë�Ä
ë�Õ
Æ�Ð$â�ÈÇØÔÛ Ù
Ø?ÉmÈ�Ë�ÛÇò�Æ�ñ
Î_Ì�Ä�ÛcÑÔÌåØjÔ�ÑÔÛÔà�ìeÆ�Ä_ÛSËjÔ�Æ�Õ�ÛSÙ
Æ�Õ�Ó�ÈÇÑ�Ë�Ì�É×ÛÇÑqÖ�Ä�ØÔÌ×Ö\Ä
ØÔÛSÛÇÉ�Ð$Ä_Ì�Ë�Å�ÉåÆ�Õ_ÛSèmÎ_Ì�Ä�ÛSò_Ë�Ä\ÅgÉmÈ�Ë�ÛÇò�Æ�ñaà�À�Õ
Æ�ÄÁÔ�Ø�Ë�Ä�ê�ÛäØÔÌ×Æ�ÕYÌåØqÎ|Ë�ÛcÙ
Ø�ÅÊØÔÐYÎ_ÛcÓ�ò
Æ�É�ÛÇÉ�ê
Æ�Õ�Æ�â�Å�ÉåØÔÕ�ÅeÄ�Õ�ØÚÛÇÆ�Ì�Ä\Å�É×Æ�Õ%ÛäÅ�Ë�Å�É×Æ�Õ�Õ_Ë�ÉåÈÊØ<ÎkÆ�Ä
ÈqÄ_ÕNÎkØÃÅÊÉåÅqÎ|Ë�ÛqÙ
Ø<ÅÇØ�ÐÒÎ_Û^ç_Ä�Õ
Ø±ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Î_ÛÇØÔÄ�Ù
Æ�¾ Î�ÑÃÈÊÉåÆ
Ù�É�Ö�Ä�Ø$ËVÄ%Ù
ØÔÌ�ËÒÙ~æ Ä_ÕNÎkËVÛqÙ
Ø
ÅÊØÔÐYÎ_ÛqÓÃÈÊÉçÅ�É×Ö\Ä
Ø�àkücò è
ÛÊÉ×Ö\Ä
ØÔÐYØÔÕ�Å�ê�ÅÊÆ�Ä\ÅeØÔÛäÅeØÔÕ%Î_Ì�Ë�Ó�Ø±ÎkÆ�Ä
ÈeÄ_Õ
Ø±â_É×ñôÄ
ÈÊÓÔË�Å�ÉåÆ�Õ.Î_Ä�É�ÛÇÖ�Ä~æ É�ÌtÕ~æ è.Ë6Ë�Ä�ÓÔÄ�Õ
Ø±È�Ë�É�ÛäÆ�Õ�Î�Æ�Ä�ÈeÖ\Ä
Ø$Ö�Ä
Ø�Ì×Ö�Ä�Ø
ÛÇÆ�ÉåÅeÌåØ<ÉmÈóËVÛÊò
Æ�ñUÌ×ØÔÛ-Ù�ØÔÄ\ëÎÔ�Æ�ÈäÅÊØ�ë�ÛÃæ ÑÔÖ\Ä�É×Ì�Éåâ_ÈÇØÔÕ�Å�à�ûvÌ~ÛÇØÃÈ�Ë�ÉçÅeÛ�ËVÕ_Û-Ù�Æ�Ä
ÅÊØ±Ë�Ð$Ä_ÛÊË�Õ�ÅeÙ
ØÚÈÇÑ�Ë�Ì×É�ÛäØÔÈqÄ�Õ
ØÚÑ�Å�Ä�Ù
Ø±Ù
Ø±ÛvÅóËVâ_É�Ì×ÉåÅÇÑ�à
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¹tØÔÛ6Î�ÈÊÉ×Õ_ÓÃÉåÎkË�ÌåØÔÛ�ÐÒÑ�Å�ò
Æ
Ù
Ø�Û6Ù
Ø�Ù�É�ÛÇÓ�ÈÇÑÃÅÊÉ�ÛÊË�Å�É×Æ�Õ!Ù
Ø�Û6ÑÔÖ�Ä|Ë�Å�É×Æ�Õ�ÛJÙ
Ø�ì ËjÔ
É×ØÃÈä¾v´�ÅÊÆ���ØÔÛJÛäÆ�Õ�ÅNÙ_Ë�Õ�ÛJÌåØ6ðoØ�Ä!Ù
Ø�Ù
Æ�Õ�Õ
ÑÔØÔÛ�Ë�ÛÇÛÇÆ\ÓÔÉåÑ�Ë�Ä
º-ü Ù~æ Ë�Ä�ðoÆ�Ä
ÈÊÙ�æ ò\Ä�É�à1ìeÆ�Ä�Û�ËVÌ�ÌåÆ�Õ_Û6Î|Ë�ÛÇÛÇØÃÈ6Ø�Õ�ÈÊØ=Ô
Ä�Ø.Ì�Ë�ÐJË�Õ�ÉåïÔÈÇØ.Ù�Ø.ÓÃÆ\Ù�ØÃÈJÙ|Ë�Õ�ÛNÍMÀ ´
ºq½�¶/Ó�Ø�Û6Ù_ÉPÝkÑÃÈÊØÔÕ�ÅÊØÔÛJÐYÑ�Å�ò
Æ
Ù
ØÔÛ�Ë�É×Õ�ÛÊÉ
Ö\Ä
Ø±ÌåØÔÛ-ÑÔÌ×ÑÔÐÒØÔÕ�Å�Û�ö_Õ_É×Û-ØÔÕÎÔ�ÉçÅÊØÔÛÊÛäØ�¸�Î_ÈÇØÔÛÇÛÊÉåÆ�Õ.Ë�ÛÇÛäÆ
ÓÃÉ×ÑÔÛÃàkúmÕ%Ó�Æ�Õ�ÛÊÄ�ÌçÅÊØÃÈóË�Ì×Ø±Ó�Æ�Ä
ÈÊÛqË�ÛÊÛäÆ
ÓÃÉåÑ$èÒÓ�ØÚº-ü�ÎkÆ�Ä
È-Î|Ì×Ä�ÛqÙ�ØÚÙ
Ñ�ÅóË�É�Ì×ÛqÛÇÄ�ÈqÓ�ØÔÛ
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ÈÇØ±ÛäÆ�Õ�ÅmÙ
ÑÔÓ�Æ�Ä�Î_ÌåÑÔØÔÛÚý�Ø�Ì×Ì×ØÔÛ
ÛÇÆ�Õ�Å$Ë�Ä&ÛÇØÔÉ�Õ&Ù~æ Ä_Õ&Î|Ë�Û<Ù�Ø�ÅÊØ�ÐÒÎ_Û ÈÊÑÔÛäÆ�Ì�Ä
ØÔÛÚÌåØ�Û<Ä�Õ�ØÔÛ±ËVÎ�ÈÇïÔÛÚÌ×ØÔÛ±Ë�Ä\ÅÊÈÇØÔÛÃà~¹Sæ Ñ�Ö�Ä_Ë�Å�É×Æ�Õ�Ù
Ø6Ö�Ä|Ë�Õ�Å�ÉçÅÊÑ6Ù
Ø6ÐÒÆ�ÄFÔ�ØÔÐYØÔÕ�ÅÚØÔÛäÅÚÈÇÑÔÛÇÆ�Ì×Ä
Ø
Ø�ë
Î_Ì�É×ÓÃÉåÅÊØÔÐÒØÔÕ�ÅÒÛÊÉcâ|ÉåØÔÕ+Ö\Ä
ØNÌåØNÛÇÓóò
ÑÔÐ6Ë%ØÔÛäÅÒÛvÅóËVâ_Ì×Ø�ÛäÆ�Ä�Û�Ó�Æ�Õ�Ù�ÉåÅ�ÉåÆ�Õ�Û$�DÌåØ�Î|Ë�Û$Ù�Ø6ÅÊØÔÐYÎ_Û±ØÔÛäÅÒÌ×É�ÐYÉçÅÊÑ�Î|ËVÈ�Ù
ØÔÛ�Ó�Æ�Õ�ÅÊÈ�Ë�É×Õ�ÅÊØ�Û$Ù
Ø
ÛäÅ�ËVâ|É×Ì�ÉçÅÊÑÔÛYÌ×É�Õ
Ñ�Ë�É×ÈÇØÔÛ�ã ÓÃÆ�Õ_Ù�ÉçÅ�É×Æ�Õ�ÛYÛÇÄ
È6ÌåØ%Õ
Æ�Ð$â�ÈÇØ.ÍMµO¹�Ø�Å6Ì×Ø�Õ�Æ�Ð±â�ÈÊØ�Ù
Ø%µ_Æ�Ä
ÈÊÉåØÔÈ-äóày¹UË�Î�ÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ+Ø�ÛvÅ6ÛäÆ�Ì�Ä\Å�ÉåÆ�Õ�Ù�æ Ä�Õ�Î_ÛÇØÔÄ�Ù
Æ�¾
¹LË�Î|Ì�Ë�ÓÃÉ×ØÔÕ�à_¹LË±ÅÊØÔÐYÎkÑÃÈ�Ë�Å�Ä
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Température

VAL − ISO

> 0.00E+00

< 1.27E−01

 4.55E−03

 1.36E−02

 2.27E−02

 3.18E−02

 4.09E−02

 5.00E−02

 5.91E−02

 6.82E−02

 7.73E−02

 8.64E−02

 9.55E−02

 0.10

 0.11

 0.12

ÅZÆÁÇZÈ ���^É
Gr∗ = 4.39× 104 ê_ºUØÔÐÒÎkÑÔÈ�Ë�ÅÊÄ�ÈÇØ
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Fonction de courant

VAL − ISO

> 0.00E+00

< 3.20E+00

 0.11

 0.34

 0.57

 0.80

  1.0

  1.3

  1.5

  1.7

  1.9

  2.2

  2.4

  2.6

  2.9

  3.1

COMPOSANTESVECTEURSUX  UY

ÅZÆÁÇZÈ ÿV¼lÉ
Gr∗ = 4.39× 104 ê � ÉåÅÊØÔÛÇÛÇØ<Ø�ÅeÌ�ÉP��Õ�ØÚÙ
Ø±Ó�Æ�Ä�È�Ë�Õ�Å

Pression

VAL − ISO

>−9.94E+01

< 8.16E+03

 1.96E+02

 7.86E+02

 1.38E+03

 1.97E+03

 2.56E+03

 3.15E+03

 3.74E+03

 4.33E+03

 4.91E+03

 5.50E+03

 6.09E+03

 6.68E+03

 7.27E+03

 7.86E+03

ÅZÆÁÇZÈ ÿÁ�«É
Gr∗ = 4.39× 104 ê�ücÈÇØÔÛÊÛÇÉ×Æ�Õ
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