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Résumé

Le traitement temporel de la dynamique pas a pars,mécanique du solide, par le schéma de Newmark
(B=1/4, y=1/2) ne conserve pas I'énergie en présence dengarités. Il est proposée une méthode simple,
indépendante de la taille du pas de temps, edeasnlinéarités matériau ainsi qu’une correctionles vitesses
pour le traitement des chocs.

1 Présentation de I'algorithme d’intégration en tenps de
I'équation de la dynamique dans Cast3M.

Le schéma d'intégration en temps de I'équationaddyhamique dans Cast3M est celui
de Newmark avec les coefficients beta=1/4 et ganifi®a= Les équations sont les

suivantes en considérau,,; comme le déplacement au pas n At comme le pas de
temps :

U = Uyt Al ) W

U,,= U, +Atu + %(At)z[[jm +1, | )

De ces deux équations nous tirons I'équation stévgni sert a calculer les vitesses au
temps n+1 :
. . u., —u
Un+1 — _un + 2( n+l n ) (3)
At



En utilisant les notations habituelles des éléménis, I'équation de la dynamique, en
petits déplacements, s'écriten considérant M comeematrice masse, B comme

l'opérateur reliant les déplacements aux déformatio,,, comme les contraintes au pas

de temps n+1£2 comme le domaine (F,,,; comme les efforts extérieurs au pas de temps
n+l:

Mi,,, + [ B'0,,d2= F,, “
Q

Pour simplifier I'écriture nous écrirol Bo ., au lieu de.[ B' 0,.,dQ
Q
En supposant I'’équation de la dynamique vérifiépaaide temps n, en additionnant les
deux équations de la dynamique au temps n et miraat U ,, + U, de I'équation (1) et

en remplacar Un+1 par sa valeur de I'équation (3) on obtient :

4M U
ﬂ(Un+1 -u,)=F,,+F -Bo,, —Bo + Atun

e ()

La résolution de ce systéme n'est pas directe srdeanon-linéarités, le ternBo,,
n’étant pas connu. .Si le comportement est élastig@aire, on a :

I Bt()'n+ldg = Kun+1 (6)
Q

Alors I'équation (5) peut se résoudre directemelié, se réécrit souvent sous la forme :

aM 4Mu (7)
K+—)Uu,,-u,)=F, +F -2Ku,+ :
( AtZ)( n+1 n) n+1 At

La vitesse au temps n+1 est calculée a l'aide &gubition (3) et on s’apercoit qu'il est
inutile de calculer les accélérations pour fairareer le schéma.

1.1 Remarques sur la formulation

L'équation (3) montre que la vitesse d’'un pointr@tyan déplacement nul entre deux
pas consécutifs change de sens.



n
1.
Soit E,, I'énergie au temps n aveE = .[ads+EMu§ . D’un pas sur l'autre, la
0

variation d'énergie est :
AE = %(le + I:n )(un+l - un )+ (8)

n+l

.[Odf _J-Od‘g _%(Banﬂ + BUn)(un+1 - un)
0 0

2 Traitement des nonlinéarités matériaux

En analysant I'équation (8), il apparait que dansds de comportements linéaires des
matériaux, la deuxieme ligne de cette équationdesttiquement nulle. Ceci se démontre
n
1 . .
en se rappelant que le ternjadg est égal aEUnKun et en utilisant I'équation (6).
0
L’accroissement de I'énergie ne dépend alors qudrakail des forces extérieures. En
présence de comportements linéaires des matériauschéma numérique conserve
I'énergie. Dans le cas de comportements non-lieéailu matériau la deuxiéme ligne de
I'équation (8) n’est plus nulle et I'énergie n'gdtis conservée. En effet, pour un volume
n+l n
élémentaire de la structure, le ter Iade —Iade représente I'énergie de déformation
0 0
de la matiére, qui est la surface sous la cougb&rattion force-déplacement. Le terme

1
E(Baml + Bo, )(U,,; —U, ) représente la surface sous la droite joigM a M, .
La différence entre ces deux termes est représeatéla lunule grisée.

Boa

BOn+1

Bo,




L’erreur introduite par le schéma numérique reangdassible I'utilisation de grands pas
de temps. Certains auteurs ont cherché a contétar erreur en déterminant un critére sur
la taille du pas de temps, d’autres auteurs ontcbiéea corriger cette erreur en passant par
des matrices hermitiennes représentant la varialionomportement tangent de la courbe
de traction. Malgré tout une erreur sur I'énergieistroduite et il faut la contréler. Lors de
la résolution itérative de I'équation (5) qui et de trouver la solution au pas de temps
n+1 on peut introduire un terme correctif qui aenliénergie apportée par le schéma
numeérique.

En approximant le chemin réel des contraintes awscdu pas de temps, on peut
déduire I'énergie apportée par le schéma numéri@uepeut alors introduire une force
dont le travail compense cette énergie.

La technique utilisée dans Cast3M devient :

e Sous incrémentation au niveau du comportement mpoanaitre plusieurs
points au cours du pas de temps.

+  Calcul de la moyenne des écg o ) entre le chemin réel et le chemin sécant
des contraintes
«  Introduction d'une force égale Bo

De cette fagon la correction en énergie se failoent la ou il y en a besoin, elle
integre implicitement l'influence de la taille dagde temps. L'équation (5) dans laquelle

Bo ., estinconnu et qui est résolu par un schémaitéetient :

4M B AMu, 9
W(unﬂ -u,)=F,., +F, -Bo,,—Bo,+2Bo, + T

Dans cette équation les deux ternBo,,, et Bo_ sont inconnus et sont mis

simultanément a jour au fur et a mesure des itdrstiDu fait de ce traitement de la non-
linéarité des matériaux, le schéma d'intégrationtemps de Newmark n’introduit pas
d’erreur supplémentaire.

3 Traitement des contacts unilatéraux

Dans Cast3M, pour traiter numériquement les camstisur les déplacements, on
utilise des multiplicateurs de Lagrange. Les mlidtgteurs correspondent aux forces qu'il
faudrait ajouter au systéeme pour assurer le respeartt des conditions de déplacements
imposés. Ceci revient a ajouter, au second memlael'&juation (5), un terme

correspondant aux forces de réactF, s Le déplacement éventuel des points au cours du

pas de temps introduit une erreur en énergie dieaeail de ces forces.
Cette erreur en énergie ne peut étre corrigée eopméicédemment par I'adjonction
d’'une force. On choisit donc d’apporter une coicgcsur les vitesses. L'utilisation d’'une



masse consistante empéche une correction localelaRuite on ne parle que de forces et
de déplacements généralisés pour les relationertact.

3.1 Analyse d’'un impact

Lors d'un impact de la structure sur un obstaclgesé immobile et infiniment rigide
ou sur elle-méme, les forces de réactions appardis&n cas d'obstacle immobile une
force de réaction ne travaille pas puisque le pdiapplication ne bouge pas. En cas
d’'impact sur elle-méme, les forces de réactionygettravailler localement mais le bilan
global est nul puisque les deux forces sont égalapposées. Analysons les différences
entre la réalité physique et le comportement déuxit I'algorithme lors des trois phases
d'un impact. Le choc peut se décomposer en tragigs, la premiere concerne le pas de
temps ou le contact s’établi, la deuxiéme représkrst pas ou le contact est maintenu et la
troisieme concerne le pas de calcul pendant ldguntact se relache.

Dans la premiére phase d'établissement du contatexiste pas, physiquement, de
force de réaction tant que le contact n'est pasliétdalgorithme suppose que la force de
réaction trouvée en fin de pas varie linéairememidant le pas de la valeur 0 a sa valeur
finale, il introduit donc une erreur sur I'énergiRour corriger cette erreur on verra plus loin
la modification opérée sur les vitesses afin deefaiarier 'énergie cinétique et ainsi
corriger I'énergie totale.

Pendant la deuxiéme phase, c’est a dire pendaptasirau cours duquel le contact est
maintenu, les forces de réactions existent biersigpgment mais elles ne peuvent pas
travailler. Soit le contact est entre la structetein point immobile infiniment rigide et le
point d’'application de la force ne bouge pas, Eoitontact est d’'un point de la structure a
un autre point de la structure et il s’agit d’effointernes qui ne travaillent pas car les
forces sont égales et opposées. Il n'y a doncdéespécial a faire lors de cette phase.

Physiquement, lors de la troisieme phase, celleethichement du contact, les forces de
réactions n’existent plus et elles ne peuvent dms modifier I'énergie du systéeme. Il est
donc important au niveau de l'algorithme de ne passidérer les forces de réactions
existantes au début du pas, sinon elles travaietrgroportionnellement aux déplacements
des points se séparant. Dans I'algorithme génkregst pas nécessaire de conserver d'un
pas sur l'autre les réactions aux appuis pour essamonne prise en compte des relations
cinématiques. Seul le calcul des réactions réelfe§in de pas est affecté par la prise ne
compte ou non des réactions initiales. On chag#fématiquement, de ne pas les prendre
en compte sauf pour le calcul des forces de @acen fin de pas.

Le seul probleme est de déterminer comment faireeivéénergie cinétique en fin de
premieére phase d'établissement du contact. Unecftie correction faite, il faudra traiter
l'impact, c’est a dire inverser les vitesses dastgajui impactent pendant le pas de temps.

3.2 Correction de I'énergie cinétique

On suppose, dans un premier temps, qu’un seul paingé en contact pendant le pas de
temps considéré. Pour ce point entrant en cordacpeut calculer I'erreur en énergie due

au travail de la force des réactions. En appe Dep le déplacement du point F, la
réaction en fin de pas, cette erreur en énergie est



10
E,:%Fr ODep (10

On choisit de regarder comment une impulssoim ce point modifierait les vitesses puis
de régler l'intensité de I'impulsion de facon a gee la correction en vitesse compense
I'erreur en énergie

On choisit une force d'impulsic F; colinéaire a la force de réaction et on peut écrire
F = AF, (11)
avec A négatif pour compenser le travail de la réactibfaut maintenant calculer la

modification des vitesses qui aménerait une variatiénergie AE .

Soit CL les conditions aux limites cinématiques hors lesditions de contacts, on sait
que la variation du champ de vitesses résultantaplglication de cette impulsion est :

Au= (M + CL)*F 4t (12)

Le déplacemen AU de ce point pendant lintervalle de temAt serait donc de

du= L gust+ st (13)
2

Le travail de la force d'impulsion est égal a laiaton de I'énergie cinétique.
En remarquant que la variation souhaitée est I'sppiu travail de la réaction et en

remplagant AU par sa valeur dans I'expression du travail deotaef d'impulsion on
trouve :

- AE, = %iFr (M + CL) ™ AF, At? + Uy AF, At (14)

La résolution de cette équation du second degréaldeux solutions (4, comme déja
évoqué plus haut nous prenons la valeur négati/: de
Une fois conn A, on connait par (11) limpulsion et enfin (12) denla correction en

vitesse AU .
On s'intéresse, maintenant, au cas ou n pointemngn contact pendant le pas de
temps. Pour chaque pointj on cherche I'impulsjofil faut mettre et on arrive a :

i
En écrivant I'équation que doit satisfaire la vaoia de vitesse pour le jeme point on

arrive a: —4E! = F' 04u’ avec 4u’ = EAU’At+ Ug At dans leque AU’ est



fourni par I'équation (12). On remarque AU’ est fonction de toutes les n impulsions et
nous obtenons un systeme d'équations du second degplées. Pour résoudre ce systéme
on utilise un algorithme itératif avec déterminatide AU’ & I'aide desA de I'itération

précédente. On obtient, en pos y,j = irf At le systéme d’équations suivant

o 1FNyl)2au L

irl = r n 1y il oyl 16

- AEr j“n—l - E At + Uy I:r j’n—lyn (10)

De la méme fagon que pour un seul point, on ca Auea partir desA trouvés et on
les ajoute aux vitesses calculée normalement algofithme de Newmark.

3.3 Inversion des vitesses

Lors d’'un impact, une onde de choc se transmet,petivient de I'inversion instantanée
de la vitesse des points qui impactent. L'algorghde Newmark, que nous utilisons, fait
des pas de temps de longueurs finies et il fauéssmter I'influence de cette inversion. Le
but est d'inverser la vitesse des points impactant en respectant la conservation de
I'énergie cinétique.

On a déja remarqué que l'algorithme de Newmark ewes|'énergie d'un pas sur
l'autre. En particulier dans le cas ou le pas deptetend vers zéro, il ne reste plus que les
termes concernant la masse, il n'y a donc plusetgia de déformation mais seulement de
I'énergie cinétique.

En considérant I'équation (3) qui donne la nouveitesse en fonction de I'ancienne on
constate que la vitesse change de sens pour lets ploint le déplacement est nul. Soit CLC
les conditions de contacts, I'application de larfale de Newmark pour un pas de temps

hzero tendant vers zéro donne :

M+cL+cLle)-2Y = m

hzero

U, a7)

Une fois trouvé on applique I'’équation (3) pour obtenir la viteséelle en fin

de pas.

3.4 Validation sur un cas simple

A part les cas trés simples qui concernent destppionctuels, il N’y a pas de cas d’école
simple. La validation a été faite tout d’abordéndiant une poutre verticale tombant sur
le sol et rebondissant. Les résultats sont difféeentemps mais donnent globalement les
mémes rebonds quel que soit les pas de temps hioéssecond test a consisté a étudier
une poutre inclinée qui tombe sur le sol. Sur cetmple on vérifié que I'énergie de
déformation plus I'énergie cinétique plus I'énergpmotentielle est bien constante.



Numériquement on trouve bien que la poutre reborfoiiment. On constate aussi sur cet
exemple qu'il y a lors de certains rebonds beauad@pergie qui passe en énergie de
déformation c’est a dire que les modes propresgmutre sont excités. Parfois le rebond
ne fait intervenir qu'une extrémité parfois il fdittervenir les deux extrémités. Les
résultats sont fonction du pas de temps si celdiesient trop important par rapport au
phénomeéne réel que I'on veut étudier.

4 Conclusion

Ces madifications dans le schéma numérique d'iatémr en temps des équations de la
dynamique ont été introduites dans le logiciel 8Mlst Elles permettent maintenant de
faire des études d'impact sur des structures ayaromportement matériau non-linéaire.
Il reste a appliquer la méthode des sous incrénantproblemes en grands déplacements.
Dans ce type de situation, la variation des camiai n'est pas linéaire pendant le pas de
temps.
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