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Section 1

Introduction
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Position du problème

FIGURE – Intégrité
du Bâtiment
réacteur en situation
accidentelle

Pression dans l’enceinte P (t) dépend :
I de la source de vapeur
I du transport de la vapeur
I de la condensation en paroi

Forte disparité d’échelle :
I Écoulements dans le BR : 40×60 m
I Couches limites : qqs cm
I Film liquide : 0,1 à 0,2 mm

Challenge
les outils de simulation CFD utilisés pour
la conception et les analyses de sûreté
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Cavité carrée 2D

TH

Yv,H

TC

Yv,C

évaporation condensation

adiabatique, imperméable

adiabatique, imperméable

air + vapeur

~g

I Film liquide négligé
I Air : gaz parfait, γ = 1, 4
I Vapeur : gaz parfait, γ = 1, 29
I effet de couplage : inter-diffusion
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Rappel

Qu’est-ce qui sont déjà faits en problème cavité carrée 2D ?
I Cavité différentiellement chauffée 2D d’une gaz avec le

modèle de Boussinesq (de Vahl Davis) et avec le modèle
bas-Mach (Vierendeels)

I Solution thermosolutale 2D en utilisant le modèle de
Boussinesq double-diffusif (Weaver)

I Solution thermosolutale 2D avec le modèle bas-Mach
double-diffusif (Sun)

Modèle (physique) double-diffusif
I A l’origine de la simulation d’une solution diluée
I Hypothèse : petit gradient de concentration⇒ cp constant
I Conservation des flux de chaleur non garantie sous un

grand gradient de concentration
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Section 2

Modèle physique et analyse
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Équations dimensionnelles
en forme conservative

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0

∂

∂t
(ρYv) +∇ · (ρYv~u) = ∇ · (ρD∇Yv)

∂

∂t
(ρ~u) +∇ · (ρ~u⊗ ~u) = −∇p+∇ · τ̄ + ρ~g

∂

∂t

(
ρet

)
+∇ ·

(
ρht ~u

)
= ∇ · (λ∇T ) +∇ · (τ̄~u) + ρ~g · ~u

+ ∇ ·

 ∑
i∈{a,v}

ρDihi∇Yi


I Loi de Fick
I Loi de Fourier
I Interdiffusion | PAGE 7
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Nombres adimensionnels

θ =
T − T0

TH − TC
, ξ =

Yv − Yv,0
Yv,H − Yv,C

s∗ = s/s0 (·∗ omit dans la suite ...)

Nombre de Reynolds Re = (UrefLref)/ν0

Nombre de Prandtl Pr = ν0/α0

Nombre de Schmidt Sc = ν0/D0

Facteurs non-Boussinesq
de la température εT = (TH − TC)/T0

de la masse εm = (rH − rC)/r0

Nombre de Rayleigh Ra = [g(εT + εm)L3
ref]/(ν0α0)

Nombre de Froude Fr = Uref/
√
g0Lref

Nombre de Mach Ma = Uref/c0

Uref =
√

(εT + εm)gLref et c0 =

√
γ0
p0

ρ0
| PAGE 8



Équations adimensionnelles
en forme non-conservative

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0

ρ
∂ξ

∂t
+ ρ~u · ∇ξ =

1

Sc · Re
∇ · (ρD∇ξ)

ρ
∂~u

∂t
+ ρ~u · ∇~u = − 1

γ0Ma2∇p +
1

Re
∇ · τ̄ +

1

Fr
ρ~g∗

εTρcp

(
∂θ

∂t
+ ~u · ∇θ

)
=

γ0 − 1

γ0

(
∂p

∂t
+ ~u · ∇p

)
+ εT

1

Re · Pr
∇ · (λ∇θ)

+ (γ0 − 1)
Ma2

Re
τ̄ : ∇~u

+
∆cp
cp,0

1

Re · Sc
ρDεT ∇θ · ∇ξ

Termes liés à la pression

Terme en facteur Ma2

Inter-diffusion effective
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Hypothèse du bas nombre de Mach

I Nombre de Mach : Ma = Uref/c0

I Convection naturelle : vitesse environ 1 m/s
I Vitesse du son : c0 ' 340 m/s
I Résultat : Ma2 � 1

Par analyse asymptotique, on sépare la pression
adimensionnelle en trois parties :

p = P (t) +
(
pg(t, ~x) + pd(t, ~x)

)
Ma2,

where
P (t) la pression thermodynamique adimensionnelle

pg(t, ~x) la pression hydrostatique pg =
γ0

Fr
~g∗ · ~x

pd(t, ~x) la pression d’entraînement
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Modèle bas-Mach (numérique)

−∇ · ~u =
1

ρ

(
∂ρ

∂t
+ ~u · ∇ρ

)
ρ
∂~u

∂t
+ ρ~u · ∇~u = − 1

γ0
∇pd +

1

Re
∇ · τ̄ +

1

Fr
(ρ− 1)~g∗

ρ
∂ξ

∂t
+ ρ~u · ∇ξ =

1

Re · Sc
∇ · (ρD∇ξ)

ρεT cp

(
∂θ

∂t
+ ~u · ∇θ

)
=

γ0 − 1

γ0

dP

dt
+ εT

1

Re · Pr
∇ · (λ∇θ)

+
∆cp
cp,0

1

Re · Sc
εT∇θ · ∇ξ

et puisque la masse de l’air (incondensable) conserve,

P =

∫
Ω

(1− Yv,ini)

(1 + εT θini)(1 + εmξini)
dV/

∫
Ω

(
1− Yv
rT

)
dV
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Conditions aux bords

T = TH

Yv = Yv,H

T = TC

Yv = Yv,C

u = − D

1− Yv,H
∂Yv
∂x

v = 0

u = − D

1− Yv,C
∂Yv
∂x

v = 0

u = 0, v = 0

u = 0, v = 0 ~g

Vitesse de Stefan aux bords
I Pas de flux de l’air
I Propriétés constantes du gaz (T et Yv)

ρuYa − ρD
∂Ya
∂x

= 0 ⇒ u = − D

1− Yv
∂Yv
∂x
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Modèle de Boussinesq (numérique)

I Gradients petits : εT ' 0 et εm ' 0

I Variation de la pression thermodynamique négligeable
I Variations de ρ et de cp négligeables
I Inter-diffusion effective négligeable

∇ · ~u = 0

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u = −∇pd +

1

Re
∇ · τ̄ + (ρ− 1)~g∗

∂ξ

∂t
+ ~u · ∇ξ =

1

Re · Sc
∇2ξ

∂θ

∂t
+ ~u · ∇θ =

1

Re · Pr
∇2θ

I Anti-symétrie : flottabilité (ρ− 1)~g∗

I Analogie des transferts de chaleur et de masse
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Nombres de Nusselt et de Sherwood

Nu =
1

Re · Pr
∂θ

∂x
+

∆cp
cp,0

ρ(1 + εT θ)

Re · Sc
∂ξ

∂x
+ ρcp(1+εT θ)u

I Diffusion de Fourier Nud
I Inter-diffusion Nui
I Convection (vitesse de Stefan) Nuc

Sh =
ρ

Re · Sc
∂ξ

∂x
+ ρξu

I Diffusion de Fick Shd
I Convection (vitesse de Stefan) Shc
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Section 3

Calcul numérique
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Méthode numérique

I Plateforme : Cast3M, outil : NLIN
I Méthode des éléments finis

FIGURE – QUAF pour u, v, θ, ξ FIGURE – LINM pour pd

I Termes non-linéaires : résolus par itération interne
I Solutions stationnaires : obtenues par comportement

asymptotique des calculs transitoires
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Stratégie de validation

petit gradient

Boussinesq

grand gradient
bas Mach

transfert de chaleur pur

convection thermo-solutale

de Vahl Davis Vierendeels

Weaver Sun
difficulté

application
air + vapor

FIGURE – Modèle de validations sans inter-diffusion

Critères de validation
I Cohérence avec les références
I Conservation de la masse et de la chaleur (les flux

totalgauche = totaldroite en stationnaire)
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Approximation de Boussinesq
Résultat cavité 2D

’
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FIGURE – Distribution de θ,
Ra = 103

’

TH

>−5.00E−01
< 5.00E−01

−0.50

−0.40

−0.30

−0.20

−0.10

−2.78E−17

 0.10

 0.20

 0.30

 0.40

 0.50

COMPOSANTESVECTEURSUX  UY

FIGURE – Distribution de θ,
Ra = 106

I Ra = 103 : diffusion dominante, Ra = 106 : convection
dominante

I Épaisseurs des couches limites thermiques
I Anti-symétrie des champs de température

| PAGE 18



Nu pour les différents Ra

Nu
10× 10 4,5362
16× 16 4,5265
24× 24 4,5235
40× 40 4,5220
64× 64 4,5217
102× 102 4,5217

TABLE – Vérification de sensitivité
maillage : Ra = 105

Nu Numax Numin
Ra = 10

3

de Vahl Davis 1,118 1,505 0,692
16 × 16 1,118 1,506 0,691
Ra = 10

4

de Vahl Davis 2,243 3.528 0,586
40 × 40 2,245 3.531 0,585
Ra = 10

5

de Vahl Davis 4,519 7,717 0,729
102 × 102 4,522 7,720 0,728
Ra = 10

6

de Vahl Davis 8,800 17,925 0,989
166 × 166 8,825 17,536 0,980

TABLE – Nombres de Nusselt
comparés avec les résultats de
Vahl Davis

I Modèle non sensitif au maillage
I Modèle validé en cas de la convection thermique

Boussinesq 2D
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Approximation bas-Mach
Résultat cavité 2D

TEMPERATURE
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FIGURE – θ en Ra = 106 : gauche - εT = 3.36× 10−6, droite - εT = 1, 2

I Grand gradient : non antisymétrique

Vierendeels Résultat présent
Type de maillage 2048×2048 100×100
Nu(h) 8,8598 8,8602
Nu(c) 8,8598 8,8609
P/P0 0,85634 0,85634
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Comparaison de la courbe Nu

 0

 2
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 14
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

N
u H

ot

y

Ref. Bous
166x166

Ref. Low Mach
166x166

I petit gradient : validé avec de Vahl Davis
I grand gradient : validé avec Vierendeels
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Solution thermo-solutale 2D : Boussinesq

Weaver Modèle de Boussinesq, pas de terme
inter-diffusion : εT = 0, 125 et εm = −0, 273

Ra Sc Pr Ma Mv γa γv
105 1,0 1,0 20 g/mol 100 g/mol 1,4 1,4
Yv,C Yv,H TC TH ξini θini
0,0 0,3 10 ◦C 47,7 ◦C 0,0 0,0

TEMPERATURE

TH

>−5.00E−01
< 5.00E−01
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FIGURE – Champ θ

FRACTION DE VAPEUR NORMALISEE
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FIGURE – Champ ξ
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Validation : Boussinesq

Weaver Double-diffusif Avec interdiff.

gauche

Nud 3.97 3.91 4,46
Nuc 14,45 12,45 12,40
Nui — — -9,12
Nu 18,42 16,36 7,74
Shd 3.97 3.95 3.93

droite

Nud 5,69 5,57 4,83
Nuc 12,81 14,34 14,28
Nui — — -11,45
Nu 18,51 19,90 7,66
Shd 5,69 5,61 5,59

I 4 Erreurs dans les flux de chaleur de Weaver
I Double-diffusif : Nu non conservatif
I Influence de l’inter-diffusion sur flux diffusif (+12% / -13%)
I Flux d’inter-diffusion négatif (car Mv > Ma) important
I Conservation des flux de chaleur nécessairement avec

inter-diffusion
| PAGE 23
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Solution 2D thermo-solutale : bas-Mach

Sun modèle bas-Mach, pas d’inter-diffusion, définition
du Nusselt convectif non physique :
Nuc = ρcp(1+εT θ)u , εT = 0, 2 et εm = 0, 2

Ra Sc Pr Ma Mv γa γv
5,63× 106 0,71 0,71 29 g/mol 7,25 g/mol 1,4 1,4
Yv,C Yv,H TC TH ξini θini
0,0 0,074 288 K 352 K -0,5 -0,5

Sun Sans interdiff. Avec interdiff.

Nu
gauche

16,34
16,60 35,52

droite 16,23 35,54

Sh
gauche

18,40
18,40 18,41

droite 18,40 18,41
P 1,255 1,256 1,262
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Solution thermosolutale 2D
Mélange air-vapor

Ra Sc Pr Ma Mv γa
106 0,71 0,71 29 g/mol 18 g/mol 1,4
Yv,C Yv,H TC TH ξini θini
0,0 0,3 10 ◦C 80 ◦C 0,5 0,5

εT = 0, 220 et εm = 0, 168

référence γv = 1, 4 double-diffusif
interdiff. γv = 1, 4 avec inter-diffusion

var. γ γv = 1, 29 double-diffusif
γ + int. γv = 1, 29 avec inter-diffusion

TEMPERATURE
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FIGURE – θ, γ + int.

FRACTION DE VAPEUR NORMALISEE
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FIGURE – ξ, γ + int.
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Comparaison : interdiff. à la référence

gauche droite
Nud Nuc Nui Nud Nuc Nui

référence 5,87 10,65 — 7,86 7,25 —
interdiff. 5,53 10,65 3.86 8,34 7,25 4,41

Discusion
I P : différence très petite (+0,15%)
I Shd, Shc : pas de différence en 3 chiffres effectifs
I Sh : conservatif dans tous les deux cas
I Nud : différence visible (-5,8% / +6,1%), influence sur le

champ de température
I Nuc : pas de différence en 4 chiffres effectifs
I Nui : non négligeable (19% / 22% du Nu total)
I Nu : non conservatif (référence : 16,52 / 15,11) v.s.

conservative (interdiff. : 20,04 / 20,00)
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Comparaison : var. γ à la référence

gauche droite
Nud Nuc Nui Nud Nuc Nui

référence 5,87 10,65 — 7,86 7,25 —
var. γ 5,82 11,16 — 7,87 6,84 —

Discusion
I P : pas de différence en 3 chiffres effectifs
I Shd, Shc : pas de différence en 3 chiffres effectifs
I Sh : conservative dans tous les deux cas
I Nud : différence petite (-0,85% / +0,13%)
I Nuc : différence visible (+4,8% / -5,7%)
I Nu : non conservatif (reference : 16,52 / 15,11 ; var. γ :

16,99 / 14,71)
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Comparison : γ + int. à interdiff.

gauche droite
Nud Nuc Nui Nud Nuc Nui

interdiff. 5,53 10,65 3.86 8,34 7,25 4,41
γ + int. 5,27 11,17 6,25 8,66 6,85 7,13

Discusion
I P : différence très petite (+0,15%, +0,30% à la référence)
I Shd, Shc : pas de différence en 3 chiffres effectifs
I Sh : conservative dans tous les deux cas
I Nud : différence visible (-4,7% / +3.8%)
I Nuc : différence visible (+4,9% / -5,5%)
I Nui : différence importante (+62% / +62%)
I Nu : conservatif (interdiff. : 20,04 / 20,00 ; γ + int. : 22,70 /

22,62)
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Section 4

Conclusions and perspectives
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Conclusions and perspectives

I On a mis en place sur Cast3M le modèle bas-Mach avec
l’inter-diffusion et la variation de l’indice adiabatique pour
calculer l’écoulement d’un mélange air-vapeur dans une
cavité carrée 2D et

I les cas thermiques sont validés par les résultats de Vahl
Davis et de Vierendeels

I les cas thermosolutaux sont comparés avec les résultats de
Weaver et de Sun

I On conclut des cas du mélange air-vapeur en état
stationnaire que

I l’inter-diffusion n’est pas négligeable et elle est nécessaire
à compter pour avoir la conservation de l’énergie

I l’inter-diffusion a une influence sur le transfert de chaleur
I γ a une influence surtout sur le flux de chaleur

inter-diffusion
I On pourrait aussi prolonger cette étude par

I rajouter la variation des coefficients µ, λ et D
I rajouter les effets de Soret et de Dufour
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Merci pour votre attention !
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Coupling of heat and mass transfers

inter-diffusion

∑
i

ρihi~ui =
∑
i

(
~u− 1

Yi
Di∇Yi

)
= ρh~u−

∑
i

ρDihi∇Yi

variation of cp

∂

∂t
(ρe)+∇·(ρh~u) =

(
∂cp
∂t

+ ~u · ∇cp
)
T +cp

(
∂T

∂t
+ ~u · ∇T

)
−∂p
∂t(

∂cp
∂t

+ ~u · ∇cp
)
T =

(
∂Yv
∂t

+ ~u · ∇Yv
)

(cp,v−cp,a)T = ∇ · (ρD∇Yv)
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Asymptotic analysis (low Mach number)

ρ
∂~u

∂t
+ ρ~u · ∇~u = − 1

γ0Ma2∇p +
1

Re
∇ · τ̄ +

1

Fr
ρ~g∗

Let
p = p0 + p1Ma2 +O(Ma4),

so that
−1

γ
∇p0 = 0, ∀~x ∈ Ω.

We separate the dimensionless pressure into three parts :

p = P (t) +
(
pg(t, ~x) + pd(t, ~x)

)
Ma2,

where
P (t) the dimensionless thermodynamic pressure

pg(t, ~x) the gravity pressure pg =
γ0

Fr
~g∗ · ~x

pd(t, ~x) the driving pressure
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low-Mach model at small differences

I εT → 0 and εm → 0
I ρ → 1 and cp → 1

I Several terms are negligible

−∇ · ~u =
1

ρ

(
∂ρ

∂t
+ ~u · ∇ρ

)
ρ
∂~u

∂t
+ ρ ~u · ∇~u = − 1

γ0
∇pd +

1

Re
∇ · τ̄ +

1

Fr
( ρ− 1 )~g∗

ρ
∂ξ

∂t
+ ρ ~u · ∇ξ =

1

Re · Sc
∇ · ( ρD ∇ξ)

ρ εT cp

(
∂θ

∂t
+ ~u · ∇θ

)
=

γ0 − 1

γ0

dP

dt
+ εT

1

Re · Pr
∇ · ( λ ∇θ)

+
∆cp
cp,0

1

Re · Sc
εT∇θ · ∇ξ
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Analogy of mass and heat transfer

∂ξ

∂t
+ ~u · ∇ξ =

1

Re · Sc
∇2ξ

∂θ

∂t
+ ~u · ∇θ =

1

Re · Pr
∇2θ

Conditions
I ∆Yv ' 0 and Yv not close to 1,

u = −D ∆Yv
1− Yv

∂ξ

∂x
' 0

I Sc = Pr
I No coupling (ξ = 0 or θ = 0)

Result

ξθ=0 = θξ=0
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Résultat comparaison avec Weaver

Weaver Sans interdiff. Avec interdiff.
left Nud 3.97 3.91 4,46

Nuc 14,45 12,45 12,40
Nui — — -9,12
Nu 18,42 16,36 7,74
Shd 3.97 3.95 3.93
Shc — 0,847 0,84
Sh 3.97 4,79 4,78

right Nud 5,69 5,57 4,83
Nuc 12,81 14,34 14,28
Nui — — -11,45
Nu 18,51 19,90 7,66
Shd 5,69 5,61 5,59
Shc — -0,84 -0,84
Sh 5,69 4,77 4,75
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Résultat de l’application

référence var. γ interdiff. γ + int.

gauche

Nud 5,87 5,82 5,53 5,27
Nuc 10,65 11,16 10,65 11,17
Nui — — 3.86 6,25
Nu 16,52 16,99 20,04 22,70
Shd 4,57 4,57 4,57 4,57
Shc 0,95 0,95 0,95 0,95
Sh 5,52 5,52 5,52 5,52

droite

Nud 7,86 7,87 8,34 8,66
Nuc 7,25 6,84 7,25 6,85
Nui — — 4,41 7,13
Nu 15,11 14,71 20,00 22,62
Shd 6,47 6,47 6,48 6,47
Shc -0,95 -0,95 -0,95 -0,95
Sh 5,51 5,52 5,52 5,52
P 0,668 0,668 0,669 0,670
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