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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Corpus théorique à l’échelle du VER I

Critère suffisant de stabilité de Hill [1]
hypothèse : solide soumis à des charges mortes sur une partie de sa
frontière et fixe sur le reste de sa frontière.

∫
{
∫

δsijd

(

∂uj

∂Xi

)}

dV0 > 0 (1)

Sous hypothèse de petites déformations, sur un VER :

w2 = dσ : dε > 0 (2)

Soit Nt l’opérateur tangent tel que

dε = N dσ (3)

alors
w2 = dσ Ns dσ (4)
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Corpus théorique à l’échelle du VER II
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Figure : Solutions de l’équation : w2 = 0 ⇔ λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 = 0, qui est

une réduction de la quadrique dσ Ns dσ = 0 [2]
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Illustration et signification physique à l’échelle du VER I

considérons un chemin de sollicitation proportionnel en contraintes :







dσ1 = cst cst ∈ R
∗

dσ1 + R dσ3 = 0 R ∈ R
∗

dσ2 = dσ3

(5)
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Figure : Réponses du chemin proportionnel en contraintes pour un sable lâche.
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Illustration et signification physique à l’échelle du VER II
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Figure : Cônes d’instabilité pour ce sable lâche le long du trajet imposé, et
domaine de bifurcation.
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Illustration et signification physique à l’échelle du VER III
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Figure : Cônes d’instabilités et définition d’une règle d’écoulement généralisée [3]
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Illustration et signification physique à l’échelle du VER IV

Relation constitutive généralisée en variables mixtes :





dε1 −
2dε3

R
dσ1 + R dσ3



 = S





dσ1

2
dε3

R



 (6)

au "pic" de ε1 −
2ε3

R
on a :

S





dσ1

2
dε3

R



 =

[

0
0

]

(7)
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Lien avec l’énergie cinétique

On peut montrer que [4] :

2Ec(t + δt) = −
∫

V0

δsij

(

∂(δuj )

∂Xi

)

dV0 (8)

hypothèses :

à t le solide est à l’équilibre

le solide est soumis à des charges mortes sur une partie de son contour
et fixe sur le reste

Ec(t) de classe C 1 au moins ⇒ Ec(t) = Ėc(t) = 0
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Stabilité dans les matériaux élasto-plastiques

Stabilité locale dans les problèmes aux limites

Normalisation de w2 :

w2n =
w2

||dσ|| ||dε|| (9)

Figure : Isovaleurs de w2n
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

intégration de w2

après calcul "technique" d’intégration par éléments finis [5] :

W2 =

∫

V

dε dσ dV = dQ K dQ = dQ dF (10)

normalisation :

W2n =
W2

∫

V
||dσ|| · ||dε|| dV

(11)

W2n peut être utilisé comme un facteur de sécurité : positif la structure
est stable sur le chemin imposé par les conditions limites, négatif ou nul la
structure est instable.
Castem : utiliser la fonction INTG pour l’intégration du dénominateur.
pour le numérateur on a le choix : INTG ou produit scalaire dQ dF
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

vérification sur un problème homogène I

Essais triaxial non drainé sur matériaux lâche.

Uz

Ur = −Uz/2

Figure : Maillage et conditions limites pour l’essai non drainé (C.U.+u).

chemin de sollicitation et relation constitutive associée :

P

{

dεz

dσr

}

=

{

dq

dεv

}

(12)
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

vérification sur un problème homogène II
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Figure : Réponse du modèle dans un plan d’invariants. Évolution de W2n et w2n

pour les deux type de contrôles.
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

vérification sur un problème homogène III

Castem : pour le pilotage en déviateur, on utilise les multiplicateurs de
Lagrange pour imposer εv = 0 aux limites. Une condition RELA pour le
bord haut et une deuxième condition RELA pour lier le bord haut et le bord
droit cinématiquement.
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée I

Figure : Principe de construction d’un mur cloué. Dimensions (en fin
d’excavations) et conditions limites
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée II

isovaleurs pour la phase de construction la plus critique.

Figure : εp

eq
et w2n à la dernière excavation juste avant d’insérer la dernière ligne

de clous.
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée III

Figure : Déformée du maillage sous chargement. Maximum atteint vers 500 kPa
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée IV

Figure : εp

eq
et w2n à la divergence du calcul

Prunier et al. (INSA de Lyon/LGCIE) Dimensionnement de problèmes géoméca 28/11/2014 18 / 23



Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée V
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Figure : Évolution de W2n sur l’ensemble du calcul de la paroi
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Stabilité d’un ouvrage : coefficient de sécurité

Calcul d’une paroi clouée VI

Castem : Calcul fait par succession de reprise de calcul. Les maillages
excavés sont obtenus avec l’opérateur DIFF. Les modèles, et états de
contraintes-déformations projetés avec l’opérateur REDU.
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Conclusions

Conclusions et perspectives

w2n et W2n critères d’analyse de stabilités pertinents dans les
problèmes élasto-plastiques non associés et plus généralement dans les
problèmes de structure "sans viscosité" avec perte de symétrie
majeure de l’opérateur tangent (exemple pendule de Ziegler avec force
suiveuse [6]).

critère facile à utiliser expérimentalement et facile à implémenter dans
tout type de code de calcul.

formulation physique du problème doit décrire la physique observée
(formulation de la loi de comportement et schéma numérique doivent
être adapté). Exemple : problème de description de la localisation au
moment de la rupture.

perspective : formulation d’un problème en dynamique pour décrire la
transition de régime statique vers dynamique au moment de la perte
de stabilité (à faire sur un problème de liquéfaction pour éviter les
problèmes liés à la description de localisation des déformations).
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