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Plan

1. Contexte : décomposition de Helmholtz et Mécanique des Fluides;
2. Une méthode éléments finis pour le calcul de la décomposition de Helmholtz;
3. Application 1 : réduction des “vitesses parasites’;

4. Application 2 : post-traitement d'un champ vectoriel.
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Décomposition de Helmholtz

Théoreme fondamental de I'analyse vectoriel (Helmholtz-Hodge, 1858)
Soit u = O(|T|_1> ccl (R3, R3) alors il existe (¢, 1)) potentiels scalaire et vecteur

tels que :

u = V¢ —+ roty

Propriétés :
— Unicité : pour ¢, 1) = o(|r|_1) moyennant : V(¢+C%) = Vo etrot (¢v+Vf) = rot;

— Jauge de Coulomb : V- ¢ = 0;
— Orthogonalité £2 : [r3 V¢ - rotp dV = 0.
Réciproque :
Etant donnés p et 7, trouver u tel que : V- u = petrotu = 3.
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Applications de la décomposition de Helmholtz

Théorie : G. Schwarz [Schwarz, 1995], Girault-Raviart [Girault and Raviart, 1986]

Article de synthese (100 références) : Bhatia, H., Norgard, G., Pascucci, V., and Bremer, P.-T.
(2013). The Helmholtz-Hodge Decomposition A Survey. Visualization and Computer Graphics,
IEEE Transactions on, 19(8) :1386-1404

Domaines d’application :

— Graphisme, visualisation ;

— Reconnaissance de forme et robotique;
— Analyse d'image;

— Mathématiques;

— Astrophysique et Géophysique;

— Physique : électromagnétisme et mécanique des fluides. . .
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Applications en mécanique des fluides incompressibles

1. Méthode de projection (Chorin-Temam, 1967) :

*

u* — u"

[J Prédiction

= —(Vu")-u" + vAu"

—% + vAu

{ %—’t‘ + (Vu)-u
0

V-u

[0 Correction |u* = u"t! 4 %vpn—i—l

2. Stokes incompressible avec terme source :

_ O | f=Vo¢+roty
[] {_VVAZ ; OVP_I_f < g —vAv = —Vpo 4 roty
V-v = 0
(u,p) = (v,p2— )
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Problématique des vitesses parasites : situation physique

— zones en écoulement fort : u >> 1

— zones stratifiées :
- u~0;

_( 0 ) _

Accident grave dans les centrales

nucléaires
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Problématique des vitesses parasites : modele numérique

—Vp—+f

0 avec f =VF(z)=V {z — %Sin[w(z - 0.5)]}

—vAu
= { V-u
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Problématique des vitesses parasites : modele numérique

Vitesses parasites :
— absentes en maillage structuré aligné sur les horizontales;
— génantes ? Pas toujours en tant que tel mais modele de turbulence : vy, o HVu + VtuHQ.

Solutions envisagées :
— raffiner:
— &tre plus précis sur la décomposition : changer d'éléments finis (Trio U);

— étre plus précis sur la décomposition : décomposition explicite.

_ O | f=Vo¢+roty
[ {_VVAZ ; OVP+f — ¥ {—uAv = —Vpo+roty
V-v = 0
(uap) — (’U,pQ — ¢>

En discret, on gagne une liberté sur le choix des espaces pour ¢ et 1.
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Décomposition de Helmholtz-Hodge-Morrey (1)

En domaine borné <2 :

u=V¢+roty + uy

Partie harmonique :

Propriétés :

up = Vo ou up =rotiyy

ou

rotup, =0 e V-9, =0= Ay, =0
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Décomposition de Helmholtz-Hodge-Morrey (I11)

Dimension 2 :

u=Vo¢-+roty + uy

Définitions :
oY
rotw:< aé/w) U/\'U:'U/aj'vy_u:y'vx
- Ox
rotuz%—%—lg ®u=<_uuy>
XT
Relations :
roty = — OVY uAv=—u Ov
rotu = —V- Ou =0Ou - v
divroty = 0
rot Vi =0

rotrotyy = —AY + VV-
rotroty = —V- Vi = —Ay
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Décomposition de Helmholtz-Hodge-Morrey (I11)

u=v¢+rot¢+{ Zf@h}

Unicité : en domaine borné €2, pas d'unicité : si (¢, 1, ¢p) est une solution, alors (¢ +
o1, W, 0) l'est aussi.

Choix : d'une solution (¢, 1, ¢y, 1) a I'aide de conditions aux limites permettant de satisfaire
les 5 conditions d'orthogonalité :

fQ Vo - rot dS2
fQ uy - r0t¢dQ

|
© oo
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Calcul de ¢ et ¢y, (1)

u= V¢ —+roty + Vo

Probleme d’optimisation (Neumann avec terme source)

min, ex\r L(ON) = Jo 2 (Vén — u)? dQ

Formulation faible (condition nécessaire de minimisation)

m %I(qu—Fegb*) =0= [oVeoy Vé* —u-Ve*dQ =0

i
—0

Ve* gl (fn) = |

EDP (avec intégration par parties)

—A¢pNy = —V-u| surf2
Von-mn=u-n  surdf2

ng*/QEDP « qb*dQ—l—/(SQC. Lim. x ¢* d6Q = 0:>{

Cours Ensta [Gounand, 2012] pour plus de précisions.
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Calcul de ¢ et ¢y, (1)

Probleme d’optimisation (Dirichlet avec terme source)

Probleme d’'optimisation

ext(gon,) Jo 2 (Vép — u)? d2 + [50 Agbp doS2

Formulation faible

JaVeép - Vo —u - Ve dQ + [5q A3d™ + ¢dpA*déQ2 =0

v(¢", AY)

EDP

;

\

op =20

sur 2

Vop-n=u-n— Ay surof2

sur 0S2

Différence Dirichlet-Neumann (plus de terme source) [Angot et al., 2013]

Formulation faible [ Von.p - V@*dQ2 + [50 A d62 =0 Vo~

EDP

7

\

—A¢np =0

VoN.D -1 = —Ayp
ON-D = ®N

sur €2

sur 6€2
sur 0$2

d'oll : Vop L Vop car: Jo VénD - Vop dS2 = — fsq Apep d32 = 0
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Calcul de v et 1y,

u = V¢ + roty + rotyy,

Probleme de Neumann avec terme source :

Probleme d'optimisation

min,, ci\g Jo L (rotyy — u)? dQ2

Formulation faible

Jarotyy -roty* —u-rotyp*dQ2 =0 Vy*

EDP rotrotyYy = rotw| sur $2
rotyyy Am = uAn surdf?
EDP? ) —AYN = rotu | sur 2
| ViYYny-n=u-t surof2
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Conditions d’orthogonalité

Si on choisit :

(6,4, 61, 1n) = (6D, ¥, SN-D> ¥N-D) Pour | u = Vo + rot ) +{ mh }

On a bien :

Intégration par parties

Jo V- rotyhdQ = —/Q(divrot¢)¢d§2+fm¢(rot¢-n) 469

~~

0
+ [ (rot Vo) wd2+ o ¢ - (Vo Am) dog2

~"

0
Relations d'orthogonalités

JoVe¢p -rotynpdS2 = o Vonp -rotypdS2 =0
— JsqQ #DApd0S2 =0

fQ quD - rot ¢D d<2
Jo Vép - Von.p dS2
Jo rot yp - rot yn_p dS2
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Discrétisation

Discrétisation naturelle : éléments finis conformes (Cast3M);
Cout : 4 laplaciens a résoudre pour trouver tous les potentiels;

Différentes formes possibles de la décomposition :

Vop + rotyp + Vonp
Vop + rotyp + rot Yn_p
V(bN <+ rot ¢N — up,

Vo + rotyp

Vop + rot Yy

g e
I

Note : lorsque divu = 0, on a ¢p = O et ) s'appelle fonction de courant.
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Décomposition de Helmholtz discrete

Application 1 : vitesses parasites (/)

Von + rot ¢p

—VvAv

—Vpo + rotyp

0

V-v
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Application 1 : vitesses parasites (l)

Diminution des vitesses parasites :

Quantité Méthode 1 Méthode 2  Gain
] o 8.6 x107°% 1.7x1077 50
|| 1.2x107°% 53x1078% 20
V|, 9.5 x 107> 7.0 x 10~7 135
1 — Veén — rotdp|l- 2.1 x 103

Condition d’orthogonalité : Zéro machine pour toutes les conditions.
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Application 2 : post-traitement (l)
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Injection d’air chaud dans une enceinte fermée. Modéle Bas Mach 2D
géométrie cylindrique Reipjection = 200. ¢ = 3s.
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Application 2 : post-traitement (I

12.

11.

10.

Décomposition de Helmholtz du champ des vitesses a t = 3s.

600 x &, 10 X 9y, 1.
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Conclusion

Décomposition de Hodge :

— 2D axisymétrique et 3D, procédure Cast3M.

Applications avec vitesses parasites :

— Cas réaliste (benchmark OCDE), choix des éléments finis, ordre de convergence.
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