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Embedded Finite Element Method (E-FEM)

• Pourquoi enrichir la cinématique ? 
• Quantification de la fissuration 
• Plus de flexibilité 
• Meilleur contrôle de l’effet unilatéral

[Moes et al, 1999]

[Oliver, 1999]
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1. Démonstration dans le cas des 
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Classe de lois anisotrope

Concept

Loi de comportement discrète et applications
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σ = σ
0
−

∑

i∈{1,4,7}

ρi
dgi(ε)

dε

Concept
[Bargellini et al, 2006]
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σ = σ
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7
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≡
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dε
∝ N

i

+

Cadre anisotrope

Cadre approprié à la 
description de la fissuration

[Bargellini et al, 2006]
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Concept
[u]t [u]n

n

σ = L(ε [u+HΓ(x)[u]])

Enrichissement

Classe de lois anisotrope
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[Kishta et al, 2016]
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[u]t [u]n

n

([u]⊗ n)s = [u]nN
1
+

1

2
[u]t(N

4
−N

7
)

σ = L(ε [u+HΓ(x)[u]])

t = F([u])

k-regularisation

Mode II

Mode I

[Kishta et al, 2016]
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Equivalence contrainte/
déformation et vecteur traction/

saut de déplacement

Traction 
cyclique

1 2

3 4

[Kishta et al, 2016]
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Ouvertures de fissures et 
variables d’endommagement

Traction/
cisaillement

1 2

3 4

[Kishta et al, 2016]
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Num..Exp.
[Balmaseda et al, 2016]
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1. Pas de continuité du chemin de fissuration 
2. Difficultés à identifier chaque fissure

1. Quantification de la fissuration 
2. Peu de dépendance au maillage 
3. Robustesse de l’intégration locale (loi 

« vectorielle »)

[Rivillon et al, 2011]

Classe de lois anisotrope

Loi de comportement discrète et applications
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• Pour doit-on assurer la continuité ? 
• Eviter les phénomènes de blocage en contrainte 
• Saut de déplacement - CHAMELEM

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking local

Problème non-
local

Utilisation d’un 
champ de 

connectivité

[Alfaiate et al, 2002]

• Pour doit-on assurer la continuité ? 
• Eviter les phénomènes de blocage en contrainte 
• Saut de déplacement - CHAMELEM

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking local

Tracking global

Problème de 
conduction

Problème non-
local

Utilisation d’un 
champ de 

connectivité

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ

x ∈ Ωq

[Oliver et al, 2002]

[Alfaiate et al, 2002]

• Pour doit-on assurer la continuité ? 
• Eviter les phénomènes de blocage en contrainte 
• Saut de déplacement - CHAMELEM

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ

x ∈ Ωq

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ

x ∈ Ωq

K =

(

T 2

X
TXTY

TXTY T 2

Y

)

q = −K.∇θ K=
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X
TXTY

TXTYT2

Y

)

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ
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K =

(

T 2

X
TXTY

TXTY T 2

Y

)

q = −K.∇θ K=

(
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Y

)

Pas inversible

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ

x ∈ Ωq

K =

(

T 2

X
TXTY

TXTY T 2
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)
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)

Pas inversible

+ε
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)

+ε

(

10

01

)

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

θ = θ
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∇.q = 0q = −K.∇θ
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Conductivité 
numérique

Pas inversible

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

1. Problème mal posé

1. Analyse séquentielle 
2. Généralisation 3D

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
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Conductivité 
numérique

Pas inversible

[Oliver et al, 2002]

Continuité du trajet de fissuration
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Tracking global

Problème de 
conduction

1. Problème mal posé 
2. Difficultés en cas de chargement cyclique

θ = θ
⋆

∇.q = 0q = −K.∇θ

q.n = 0

q = −K.∇θ
∀x ∈ Ω

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωθ

x ∈ Ωq

1. Analyse séquentielle 
2. Généralisation 3D

Mauvaise décomposition 
des éléments enrichis

[Oliver et al, 2002]

[Feist et al, 2006]

Continuité du trajet de fissuration
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T .∇θ − div

(

hT . || T ||

2
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= 0

q =
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−
hT || T ||

2
.∇θ

)

.n = 0

x ∈ Ωθ

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωq

θ = θ
⋆

Problème de convection-diffusion

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Diffusion 
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Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]



58

T .∇θ − div

(

hT . || T ||

2
.∇θ

)

= 0

q =

(

−
hT || T ||

2
.∇θ

)

.n = 0

x ∈ Ωθ

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωq

θ = θ
⋆

Problème de convection-diffusion

Diffusion 
isotrope

T .∇θ − div

(

hT . || T ||

2
.
T ⊗ T

|| T ||2
.∇θ

)

= 0

q =

(

−
hT || T ||

2
.
T ⊗ T

|| T ||2
.∇θ

)

.n = 0

x ∈ Ωθ

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωq

θ = θ
⋆

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]



59

T .∇θ − div

(

hT . || T ||

2
.∇θ

)

= 0

q =

(

−
hT || T ||

2
.∇θ

)

.n = 0

x ∈ Ωθ

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωq

θ = θ
⋆

Problème de convection-diffusion

T .∇θ − div

(

hT . || T ||

2
.
T ⊗ T

|| T ||2
.∇θ

)

= 0

q =

(

−
hT || T ||

2
.
T ⊗ T

|| T ||2
.∇θ

)

.n = 0

x ∈ Ωθ

∀x ∈ Ω

x ∈ Ωq

θ = θ
⋆

Diffusion 
anisotrope

Diffusion 
isotrope
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Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Gros Moyen Fin
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Continuité du trajet de fissuration
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Gros Moyen Fin

Gros Moyen Fin



63

Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Sans actualisation

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Sans actualisation

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Sans actualisation Avec actualisation

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

Sans actualisation Avec actualisation

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]
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Actualisation « online » de la position 
de la pointe de fissure

1. Pas d’effet de 
maillage 

2. Bonne décomposition

Sans actualisation Avec actualisation

Continuité du trajet de fissuration

[Riccardi et al, 2016]



  / 42

Bilan

70



Bilan et perspectives
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Bilan 
• Une approche à cinématique enrichie, complémentaire à X-FEM 
• Une loi discrète construite à partir d’une loi d’endommagement anisotrope 
• Une méthode de « tracking » global pour assurer la continuité de la fissure



Bilan et perspectives

72

Perspectives (liste non exhaustive) 
• Multi-fissuration  

Plusieurs fissures par élément ?

• Description des mécanismes dissipatifs fins  
Glissement frottant

• Stratégie de « tracking » en cas de multi-fissuration ?  
• Prise en compte d’une vitesse et d’une accélération du saut de 

déplacement ? 

Bilan 
• Une approche à cinématique enrichie, complémentaire à X-FEM 
• Une loi discrète construite à partir d’une loi d’endommagement anisotrope 
• Une méthode de « tracking » global pour assurer la continuité de la fissure
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