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Objectifs

e Obtention d'une solution de référence pour un écoulement de convection mixte 3D ;

e Utilisation systématique de |'extrapolation de Richardson

une solution plus précise ;

e Appel a contributions [Medale and Nicolas, 2006] ;

e Publications [Nicolas et al., 2011c], [Nicolas et al., 2011a]

Rapport technique [Nicolas et al., 2011b].

. quantifier I'erreur et obtenir
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1. Probleme et démarche de résolution :

2. Résultats obtenus :

3. Explication des résultats : Singularité ;

4. Explication des résultats : Comportement de I'extrapolation de Richardson ;

5. Perspectives.

Plan
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Démarche : Probléme a résoudre (1)

Ecoulement de convection mixte (Poiseuille-Rayleigh-Bénard) en cavité (ex. refroidissement

de circuits intégrés)

\ Outflow
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\
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Démarche : Equations (1)

Navier-Stokes incompressible + Boussinesq

( V.7 =
v

— +T.VO =
o TV

/\

\

Parametres adimensionnés

0
1 2—s RCL
—V —V — 0k
1p T Re vt Pr Re?
V20
Pr Re

Pr=0.7 Re=50 Ra= 5000

A =50

Conditions aux limites

Ae =2 B =10

Dynamiques : Profil établi (Poiseuille) en entrée, conditions de sortie “libres”, vitesse nulle en

parol ;

Thermiques : 8§ = O en entrée, conditions de sortie “libres”, zone d'établissement adiabatique,

puis chauffage par le bas, refroidissement par le haut.
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Démarche : Solution du probléme (I11)
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Démarche : Méthodes de résolution (1V)

4 méthodes de résolution et codes différents :

FD1 Différences finies centrées, vectorisées, ADI, matrices tridiagonales, méthode de projection
continue (Goda) ;

FE2 Eléments finis Q2/Q1, parallélisme distribué, décomposition de domaine (PETSc), méthode
de projection continue (Guermond) ;

FV3 Thétis, Volumes finis nodaux, vitesses aux faces, décentrement QUICK température, paral-
|élisme distribué (Hypre), méthode de projection continue (Timmermans) ;

FE4 Castem, Eléments finis Q2/Plnc, parallélisme partagé, AGMG (Notay), méthode de projec-
tion algébrique (Quarteroni).
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Démarche : Paramétres des contributeurs (V)

Contributor Ny X Ny X N, At User time Consistency
[symmetry] [computer type orders a°
(organism /lab)]
MSME, 400 x 134 x 40 0.01 36 min on 1 processor 2 for
FD1 600 x 200 x 60 0.01 2 h 20 on 1 processor 0,u,v,w;
800 x 268 x 80 0.002 25 h on 1 processor 2 for p
1200 x 400 x 120 0.002 100 A on 1 processor
[no] [NEC SX5 (IDRIS)]
IUSTI, FE2 601 x 121 x 41 0.01 19 man on 60 cores 3 for
901 x 181 x 61 0.01 1 h 40 on 150 cores 0,u,v,w;
1351 x 271 x 91 0.005 43 h 15 on 225 cores 2 for p
[yes| [IBM SP6 (IDRIS)]
12M 601 x 161 x 41 0.1 8 h on 152 cores 2 for
Institute, 901 x 241 x 61 0.1 12 h on 152 cores 0,u,v,w;
FV3 1351 x 361 x 91 0.1 56 h on 152 cores 2 for p
[yes] [ALTIX ICE 8200 (12M Inst.)]
CEA, FE4 601 x 121 x 49 0.5 200 h on 8 cores 3 for
751 x 151 x 61 0.5 400 h on 8 cores 0, u, v, w;
801 x 161 x 65 0.5 450 h on 8 cores 2 for p
1001 x 201 x 81 0.5 1600 A on 8 cores
[yes] [PC 8 cores (CEA)]
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Démarche : Valeurs de références calculées (VI)

Intégrales :

2FE, = %///D (u2+v2—|—w2> dx dy dz

1 1
AP, = E//Sdedz_S_/Sdedz
() 1 o o

1
Tm 5///D9dxdydz

Flux : de chaleur et de quantité de mouvement a travers toutes les faces ;

Locales : extrema locaux sur les profils des variables primales (u, v, w, T') et du flux de chaleur

(INu) sur les faces a températures imposées.
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Démarche : Calcul des Nusselt (V)

Nwu calculé de deux manieres par FE4 :

Non consistante
00

Nu=——
on

Consistante Par dualité : le flux (condition de Neumann) qu'il aurait fallu mettre a la place des

conditions de Dirichlet pour obtenir la méme solution.
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Démarche : Exemple de profils (VIII)
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Démarche : Extrapolation de Richardson (RE) (IX)

{A1} feract suffisamment réguliere pour pouvoir écrire le développement de Taylor :

fn = fezact + Cah™ + O(ha—i_l)
{A2} h; suffisamment petits pour avoir (convergence asymptotique) :
Coh$ >> O(hOTH)

{A3} raffinement uniforme en espace et en temps

alors, pour trois grilles % = Z—§ ;

fhl_fh2
n (fhz_fh3>

& —_—
hi
In <h2)
éa _ fhg - f}z3
hg — hd

]FGCIZ — fh3 o Cah%
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Démarche : Intéréts de I'extrapolation de Richardson (X)

Précision Eliminer le terme dominant de |'erreur de troncature, i.e. gagner un ordre ;

Estimation d’erreur C'est le terme dominant de I'erreur de troncature sur le maillage fin ;

Vérification Estimation des ordres de convergence.
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Démarche : Exemple sur un profil (XI)
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Démarche : Croisement des profils (XIl)
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Démarche : Remarque sur I'utilisation de RE (XIll)

De nombreux auteurs fixent le o dans le développement de Taylor a |'ordre de consistance o du

schéma utilisé.

Avantages :

e une grille en moins ;

e pas de problemes quand les profils se croisent.

Inconvénient :

e pas de vérification de |'ordre de convergence.
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Résultats : Quantités globales (1)

FD1 FE2 FV3 FE4 References

frefTfmarg
Foree = L

2E!9 | 1.292479 1.292452 1.292355 1.292461

2E°* | 1.292446 1.292452 1.292455 1.292467 ° 1.292453

agp. 2.22 2.92 2.00 —1.92 +0.000008

dg, 255 x107° | 2.35x 1077 | —=7.74x107° | —=5.34x107%° | 6.19 x 10°°

APY | 14.41210 14.40784 14.40235 14.40694

AP | 14.40647 14.40649 14.40678 14.40658 ° 14.40670

aap. | 2.03 1.99 2.00 0.83 +0.00024

dap, | 3.91 x107% | 936 x 107° | —3.08x107% | 255 x 107> ° | 1.67 x 107°

TI9 0.448490 0.448625 0.448725 0.448659

Ter 0.448594 0.448604 0.448606 0.448613 0.448604

ar. 1.19 1.18 1.02 1.18 +0.000010

dr. —2.32x107% | 468 x107° | 2.65x 107% | 1.04 x 1074 2.23 x 107>
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Résultats : Quantités locales (1)

FD1 FE2 FV3 FE4 References
fref =+ fmarg
Xref T Xmarg
— fnarg
prec — f_.
U1 1.572726 1.572725 1.572713 1.572725 (1572720 +7) x 106
1 0.950 0.945 0.944 0.941 0.945 + 0.005
o 2.00 3.47 2.05 % % %
dy —12x%x10%|1.3x10°° 3.2x10°° 4.5 x 106
Nuygo 0.60675 0.60658 0.60615 0.60657 0.60645 + 0.00030
5 28.085 28.085 28.074 28.081 28.080 + 0.006
Qo 1.90 1.70 1.90 1.68
do —25x103|12x103 2.9 x 1073 1.4 x 103 49 x 104
Nuggns 0.60666
T 28.077
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Résultats : Résumé des comportements observés (l11)

Méthodes FD1 et FV3 RE “marche” avec un ordre observé o« = o® = 2 pour la plupart des
quantités (sauf Tiy)

Méthodes FD1 et FV3 Solution extrapolée relativement éloignée de la solution sur la grille fine

Méthodes FE2 et FE4 Application de RE plus difficile, surtout pour FE4, exception faite de

Tim et Nu (les quantités les plus imprécises)

Méthodes FE2 et FE4 Solution extrapolée relativement proche de la solution sur la grille fine

Toutes les méthodes ordre ~ 1 pour T},
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Singularité : changement de conditions aux limites (l)

B B
Boundary conditions::
u=0
—————————— du/dn=0
F G

Singularité de pointe [Strang and Fix, 1988]
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Singularité : exemple de solution (1)

0.34

0.31

0.29

0.26

0.24

0.22

0.19

0.17

0.14

0.12

9.22E-02

6.76E-02

4.30E-02

1.84E-02

Solution approchée de —AT = 1.
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Singularité : exemple de profil (I11)

Pot.

0.05 _

PA B PC
\4 A\

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

abs.curv.

Profil de 71" sur la paroi du bas.
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Singularité : dégradation de I'ordre de convergence (IV)

[Strang and Fix, 1988] nous dit (estimation a priori) :
In = fexact + Cﬁhﬁ + O(hﬁ—l_l)
ou :

B = min(r,a®)

lcir=1eta®°=20u3=|=1

Note : la plupart des benchmarks présentent une singularité plus ou moins marquée : cavité a

paroi défilante, marche descendante, cavité différentiellement chauffée.
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Singularité : problémes soulevés (V)

Probleme 1 : a part pour T}, on a des ordres observés différents de 1, proches de o°® donc
pas dans la zone de convergence asymptotique. Malgré tout, I'extrapolation de Richardson

semble améliorer les résultats, particulierement pour les méthodes d'ordre 2.

Probleme 2 : comment définir la solution de référence ?
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Analyse RE : Développement de Taylor (I)

Idée 1 : garder deux termes dans le développement de I'erreur

fh(h‘7 Cao7 aO, C’I“v 7“) — feacact + Caohao _I_ C?“hr + O(hl_l_maX(ao,T))

o . ] ' . . . Ve (RN .
o (. oh® terme dominant de I'erreur d'approximation de la partie réguliere de la solution ;

e (Ch" terme dominant de I'erreur d'approximation de la partie singuliere de la solution.

Idée 2 : h /A O, i.e. travailler avec h; fixées {h1; ho; hg} = {hl; %; %} et examiner le
comportement du processus d’extrapolation de Richardson lorsque C o /C)- varie.
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Analyse RE : fonction modéle (I)

Adimensionnement fh — % ot b = %
exac

Fonction modele

fh(ﬁa éaoa aoa éra T) =1 _I_ éaoﬁao ‘|‘ érﬁr

Paramtres fixés {h;} = {1;2; 5} 7 =2 Cpr=10"%<<1,r=1;

T

Parametres variables p = C)./C0, a° =2 ou 3 ;

Quantités regardées «, Richardson efficiency ratio o

|f€aj - fe:cact|

7 =109 (|Cashs™|, |Crhs™)
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alpha, sigma

5.0
T T T
a0 |Zone 1 Zone 2 Zone 3| |
3.0 _
1.0 | \‘\* - u
0.0
—————— _E__‘
_ /‘9\~\ \\ﬂ\

1 /// /// \.<>\\
- .0 — // P ]

//// //// \\ \\ _._ l h o=
-2.01 @ \\\EL\ ] alpha a°=3

/// Q\\\\

7 "~ W —e—— alpha a°=2
-3.0 L > g
2.0 | 1 ---H--- sigma a°=3

R - 3 O=
_5.0 | | | =< sigma a°=2
-3.0 -2.0 -1.0 .0 2.0 3.0
log|rho|
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Analyse RE : p = C;-/C 0 < 0 (IV)

alpha, sigma

0 T T T
[1]
ol [Zone 1 one 2 one 3| _
|
|
0 | _
I
1
‘/ i
0 ¢ ,‘I|' —
////]'i':
/ U ,l
fo 'l
oL R T =
! ! IIJI‘\ //"-'—f -
Iy
I
. %/7
------ T+
- ! AN
- 7 \\\
0L /H// - N _
L e RN —a—
-0[3— /e \\\G\\ ]
/// Q\\\
3// \\\ \I::l _’_
0L &
___E___
0L _
___Q___
0 1 | 1
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1 2.0 3.0
log|rho|

alpha

alpha

sigma

sigma

ac=3

ac=2

a°=3

ac=2
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Analyse RE : Analyse des graphes (V)

1. RE réduit efficacement les erreurs dans la zone 3, mais aussi dans la zone 1 :

2. En zone 2, le comportement de RE dépend du signe de p, mais |'éventuelle réduction d'erreur
est faible :

3. La zone 2 est plus large pour les méthodes d'ordre 3 que pour les méthodes d'ordre 2 ;

4. RE réduit plus efficacement I'erreur pour les méthodes d'ordre 2 que pour celles d'ordre 3.
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Analyse RE : Explication des comportements observés (V)

e Remarque 1 : FD1 et FV3 en zone 1, sauf pour Ty, ;

e Remarque 3 : application de RE plus difficile pour FE2 et FE4 (zone 2 large), mais moins

d'améliorations a attendre (remarque 4) ;

e Remarque 2 : explication possible du meilleur comportement de FE2 par rapport a FE4 pour

appliquer RE.
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Analyse RE : Définition de la solution de référence (VII)

e Utilisation de la valeur extrapolée si 1 < o < 2.5 pour FD1 et FV3 et 1 < o < 4 pour
FE2 et FE4 ;

e sinon utilisation de la valeur obtenue sur la grille la plus fine ;

e |a valeur de référence est définie comme la moyenne arithmétique des 4 valeurs et la marge

d'incertitude par la demi-différence des valeurs extrémes.
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Conclusion

e Solution de référence précise (4 ou 5 chiffres significatifs) et bien documentée, pour un écoule-

ment de convection mixte 3D ;

e Analyse du role de la singularité sur |'utilisation pratique de |'extrapolation de Richardson.
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Perspectives

e Veérifier que |'analyse effectuée est correcte = maillages plus fins ;

e Appel a benchmark [Medale and Nicolas, 2006] : cas instationnaire avec une condition de
sortie libre plus difficile (2D, 3D 7?) ;

Pr=7 Re=0.1 Ra= 2500

e Quantification des erreurs sur Nu°"°.
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Fin

Merci de votre attention.
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Annexe : Projection Algébrique (l)

Navier-Stokes incompressible continu

%+U-VU—VAU+VP
V- -u

Il
Q

Navier-Stokes discret

|
[

Ayu + Gp
Du

|
@

Linéarisation et méthode incrémentale (Newton)
A’ G ou . f - Auiui - Gpi . 5f
D O op | g — Du; — \ dg
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Annexe : Projection Algébrique (II)

Factorisation LU par blocs (A inversible)
A G\ (A 0 e
Do/  \D -DATIG /) 0 I
Approximation - Ha A1

Factorisation LU d'une matrice tangente approchée

(5%5°) =5 o ) (s )
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Annexe : Projection Algébrique (Ill)

Résolution par étapes (= méthode de splitting)

(%" oy ) (0 1) = ()

A

ou
op
Etape
1 Adu=90f Vérification du bilan des forces
2 —DHG dp = 69 — D du Calcul du multiplicateur de Lagrange
3 dp = dp (Laplacien discret de pression)
4 du = du — HG dp Vérification de la contrainte (bilan de masse)
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Annexe : Projection Algébrique (IV)

Avantages :

e Méthode efficace pour Navier-Stokes incompressible instationnaire 3D ;

e \/érification de la contrainte (bilan de masse).

Inconvénients :

e Convergence lente si §t grand (perte d'efficacité si H % A_l).
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Annexe : Benchmark surface libre (V)

i“_““‘l

Il'n'b"--.-...._,
L B W 1

111.“1-!1-" i "_—_-_Frﬂ‘t

Benchmark stationnaire avec tension de surface
[Cuvelier and Schulkes, 1990]
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Annexe : Benchmark surface libre (V)

Benchmark stationnaire avec effet Marangoni [Cuvelier and Schulkes, 1990]
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