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Position du probl�eme :

� Les mouvements sismiques du sol sont

su�samment complexes pour qu'on leur associe

un caract�ere al�eatoire - il s'agit d'un

ph�enom�ene transitoire et non stationnaire

approch�e par un processus al�eatoire du type :

X(t) = E(t)
X
i

Ai sin(!it+ �i)

�i variables al�eatoires ind�ependantes et

uniform�ement distribu�ees sur [��; �], E(t)
fonction enveloppe.

� La r�eponse de la structure est �egalement un

processus al�eatoire dont on cherche �a

d�eterminer ses caract�eristiques ) �abilit�e.

Cas le plus simple :

source stationnaire X(t) =
X
i

Ai sin(!it+�i)

(bruit blanc gaussien) et r�eponse de la struc-

ture sur 1 mode.
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Caract�erisation d'un processus al�eatoire

1 / 4

� densit�e de probabilit�e :

pX (x1; t1; :::;xn; tn), probabilit�e que le

processus ait une valeur comprise entre

]x1; x1 + dx1] en t1 et ]x2; x2 + dx2] en t2 etc ..

� densit�e de probabilit�e conditionnelle :

probabilit�e que le processus prenne une valeur

comprise entre ]xn; xn + dxn] �a un instant tn

sachant que sa valeur est xn�1 �a l'instant tn�1,

etc ... .

pn(xn; tnjxn�1; tn�1; :::;x1; t1).
� densit�e de probabilit�e transitionnelle :

p2(x2; t2jx1; t1)

Pour un processus purement al�eatoire (sans

m�emoire) ie ayant ses di��erentes valeurs

statistiquement ind�ependantes, l'ordre 1 est

su�sant pour le d�ecrire.

p2(x1; t1;x2; t2) = p1(x1; t1)p1(x2; t2) et

p2(x2; t2jx1; t1) = p1(x2; t2).

Les processus qui n�ecessitent une description �a

l'ordre 2 sont appel�es processus de Markov
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Caract�erisation d'un processus al�eatoire

2 / 4

� Moments statistiques :

E(Xn(t)) =

Z +1

�1
xn(t)pX (x; t)dx(t) (1)

� Moments temporels :

< xn(t) >= lim
T!+1

1

2T

Z T

�T
xn(t)dt (2)

(1) �equivalent �a (2) si processus stationnaire et

ergodique (moyennes temporelles �egales 8
�echantillons).

� Moments spectraux :

mn =

Z +1

�1
j!jnSXX (!)d! (3)

avec SXX (!) la DSP d'un processus al�eatoire

stationnaire.
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Caract�erisation d'un processus al�eatoire

3 / 4

� Densit�e Spectrale de Puissance :

SXX (f) =

Z +1

�1
�XX(� )e

�2i�f�d� 2]�1;+1[

SXX(f) = lim
T!+1

E(
jX(f)j2

T
)

� Largeur de bande :

� = (1� (
m2

1

m0m2
))1=2 et � = (1� (

m2
2

m0m4
))1=2

1 ω2−ω1−ω2

m i ( ω
(i+1)
2 )

(i+1)
1

ω

−   ω

0

=   2  So / (i+1)

S( )ω

So

ω
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Caract�erisation d'un processus al�eatoire

4 / 4

DELTA   .49999     EPS   .66666     FRQ MOY   8.6603

Temps (s)

 

   .00    .40    .80   1.20   1.60   2.00   2.40   2.80   3.20   3.60   4.00

  −.30

  −.20

  −.10

   .00

   .10

   .20

   .30

DELTA   .32737     EPS   .53063     FRQ MOY   5.2913

Temps (s)

 

   .00    .40    .80   1.20   1.60   2.00   2.40   2.80   3.20   3.60   4.00

  −.30

  −.20

  −.10

   .00

   .10

   .20

   .30

DELTA   .11474     EPS   .22254     FRQ MOY   5.0330

Temps (s)

 

   .00    .40    .80   1.20   1.60   2.00   2.40   2.80   3.20   3.60   4.00

  −.25

  −.20

  −.15

  −.10

  −.05

   .00

   .05

   .10

   .15

   .20

   .25

DELTA  2.31204E−02 EPS  4.61816E−02 FRQ MOY   5.0011

Temps (s)

 

   .00    .40    .80   1.20   1.60   2.00   2.40   2.80   3.20   3.60   4.00

  −.20

  −.15

  −.10

  −.05

   .00
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   .10

   .15

   .20

Largeurs de bandes : � = 0:49, 0:33, 0:12, 2:10�2
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G�en�eration de processus al�eatoire

1 / 2

� DSP processus stationnaire, de moyenne nulle

et �echantillonn�e (T0) : S(
m
T ) = 2�2T0,

� DSP bruit blanc :
A2
nT
2

,

� Module TF bruit blanc : AnT
2

soit �
q

T
N�f .

Avec Castem 2000, on construit la TF et on

utilise l'op�erateur TFRI pour obtenir l'�evolution

recherch�ee.

Ce type de processus est asymptotiquement

Gaussien en vertu du Th�eor�eme de la Limite

Centrale, quand le nombre de sinuso��des g�en�er�ees

est important. Typiquement li�e �a la dur�ee du

signal car inverse du pas d'�echantillonnage en

fr�equence.
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G�en�eration de processus al�eatoire

2 / 2

SOMME DE 7 SINUSOIDES

 

 

   .00   5.00  10.00  15.00  20.00  25.00

 −20.00

 −15.00

 −10.00

 −5.00

   .00

  5.00

 10.00

 15.00

 20.00

DSPR

FREQ      HZ

DSP UN**2/HZ

   .00   1.00   2.00   3.00   4.00   5.00   6.00   7.00   8.00   9.00  10.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

  1.20

  1.40

  1.60

  1.80

X1.E2

DENSITE DE PROBABILITE

 

 

 −30.00  −20.00 −10.00    .00  10.00  20.00  30.00

   .00

  1.00

  2.00

  3.00

  4.00

  5.00

  6.00

  7.00

X1.E−2

ESTIMATION DE LA DENSITE DE PROBABILITE DU PROCESSUS

 

 

  −.50   −.40   −.30   −.20   −.10    .00    .10    .20    .30    .40    .50

   .00

   .50

  1.00

  1.50

  2.00

  2.50

  3.00

  3.50

  4.00

  4.50

On restreint l'�etude aux processus

stationnaires Gaussiens �a moyenne nulle

8



Fiabilit�e - d�e�nition

la �abilit�e W (a; T ) est d�e�nie comme la

probabilit�e pour que le processus X(t) reste

dans un domaine de s�ecurit�e pendant un

temps T , typiquement inf�erieur �a un seuil a

donn�e. Cette probabilit�e s'exprime par :

W (a; T ) = P (X(t) � a et 0 � t � T )

Etude statistique des valeurs extrêmes :

� �etude des franchissements de seuil du

processus : X(t) < a, jX(t)j < a,

� �etude des maxima des processus,

� �etude des franchissements de l'enveloppe

(processus �a bande �etroite).

L'�etude de la �abilit�e du processus, constitue

l'aboutissement de la mise en oeuvre de ces

techniques, elle s'e�ectue �a l'aide de l'�etude du

premier passage.
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Franchissements de seuil

1

a

y(t) = 1(x(t)-a)

d y(t) / dt

x(t)

t

t

t

� Fr�equence moyenne de franchissements de seuil :

v+a =
1

2�

r
m2

m0
exp(� a2

2�2X
) Rice 1945

v+0 =
1

2�

r
m2

m0
fr�equence moyenne

� Fr�equence moyenne des maxima :

E(N(t)) =
1

2�
(
m4

m2
)1=2
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Etude de l'enveloppe

1 / 2

� Crandall & Mark (bande �etroite) :

E2(t) = X2(t) + (
_X(t)

!0
)2

� Cramer & Leadbetter (� = 0! 1) :

E(t) = (X2(t) + X̂2(t))1=2

X̂(t) transform�ee de Hilbert du processus.

ENVELOPPES / DELTA =   .11474

 

 

   .00    .25    .50    .75   1.00   1.25   1.50   1.75   2.00   2.25   2.50
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   .00

   .05
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   .25

ENVELOPPES /  DELTA =  2.3E−02
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   .00

   .05

   .10

   .15

   .20

   .25

� = 0:12, 2:10�2
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Etude de l'enveloppe

1 / 2

� Densit�e de probabilit�e (Rayleigh) :

pE(e) =
e

�2X
exp(�( e2

2�2X
))

� Fr�equence moyenne de d�epassements :

n+a =
p
2���v+a

� La taille moyenne des groupes (nombre moyen

de maxima)

ng =
2v+a
n+a

DENS. PROB. ENV.  DELTA =   .49999

 

 

   .00    .05    .10    .15    .20    .25    .30    .35    .40    .45    .50

   .00

  1.00

  2.00

  3.00

  4.00

  5.00

  6.00

  7.00

NBRE DE MAX AU DESSUS DE +a ET −a : 116  TAILLE MOY DES GROUPES : 23

Temps (s)

 

   .00   5.00  10.00  15.00  20.00  25.00  30.00  35.00

  −.30

  −.20

  −.10

   .00

   .10

   .20

   .30
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Etude du premier passage

Seuils : � = 0:05, 0:1, 0:5 du type X(t) < a.

PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

 −1.00   −.70   −.40   −.10    .20    .50    .80   1.10   1.40   1.70   2.00

   .00

  2.00

  4.00

  6.00

  8.00

 10.00

 12.00

 14.00

 16.00

 18.00

PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

 −1.00    .10   1.20   2.30   3.40   4.50   5.60   6.70   7.80   8.90  10.00

   .00

   .50

  1.00
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PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+
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   .05
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   .20
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PREMIER PASSAGE / SEUIL   1.

 

 

  −.50   −.20    .10    .40    .70   1.00   1.30   1.60   1.90   2.20   2.50

   .00

  2.00

  4.00

  6.00

  8.00
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PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

PROCESSUS

 −1.00    .10   1.20   2.30   3.40   4.50   5.60   6.70   7.80   8.90  10.00

   .00

   .50

  1.00

  1.50
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 −1.00   7.10  15.20  23.30  31.40  39.50  47.60  55.70  63.80  71.90  80.00

   .00

   .05

   .10

   .15

   .20

   .25

PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

PROCESSUS

 −1.00   −.80   −.60   −.40   −.20    .00    .20    .40    .60    .80   1.00

   .00

  2.00

  4.00

  6.00

  8.00

 10.00

 12.00

 14.00

 16.00

 18.00

PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

PROCESSUS

 −1.00   −.40    .20    .80   1.40   2.00   2.60   3.20   3.80   4.40   5.00

   .00

   .50

  1.00

  1.50

  2.00

  2.50

PREMIER PASSAGE DU PROCESSUS VA+

 

PROCESSUS

 −1.00   2.10   5.20   8.30  11.40  14.50  17.60  20.70  23.80  26.90  30.00

   .00

   .05

   .10

   .15

   .20

   .25

   .30

   .35

   .40
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Fiabilit�e � = 0:05

Delta  5.84775E−02 coef   1.0000     fmoy   5.0012     ect   .10060

Temps (s)

   .00   .20   .40   .60   .80  1.00  1.20  1.40  1.60  1.80  2.00

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

FIABP va+

FIABP2 va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB. ENV.

Delta  5.84775E−02 coef   2.0000     fmoy   5.0012     ect   .10060

Temps (s)

   .00  1.00  2.00  3.00  4.00  5.00  6.00  7.00  8.00  9.00 10.00

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

  1.00

FIABP va+

FIABP2 va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB. ENV.

Delta  5.84775E−02 coef   3.0000     fmoy   5.0012     ect   .10060

Temps (s)

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIABP va+

FIABP2 va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB. ENV.

Enveloppe pr�ec�ede toujours le processus !
�abilit�e plus faible.

Si a %, �abilit�e %.

14



Fiabilit�e - mod�eles

1 / 2

� Franchissements de seuils ind�ependants

Poisson processus

W (�;N) = e�Ne(��
2=2)

; N = 2v+0 T; � =
a

�X

Poisson enveloppe

e�
p
�=2N��e(��

2=2)

� Mod�eles de Vanmarcke

(1� e(��
2=2) log 2)e

�N 1�e
�

p
�=2�1:2�

1�e(��
2=2)

D�epassements de seuils de l'enveloppe

(1� e(��
2=2))e

�N 1�e�
p
�=2�1:2�

e(�
2=2)

D�epassements du type jX(t)j < a

(1� e(��
2=2))e

�N 1�e
�

p
�=2�1:2�

e(�
2=2)

�1
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Fiabilit�e - mod�eles

1 / 2

� Processus Y (n) compos�e d'extrema :

Hypoth�ese d'ind�ependance d'apparition des

extrema

W (T ) = (1� v+a

v+0
)2v

+
0 T

� Processus de Markov :

W (T ) = (1� q0)(
q

1� q0
)
(2v+0 T� 1

2v
+
0

)

q0 = P (Y (n) � a) =

Z 1
�

xe�x
2=2dx = e��

2=2

q = P ((Y (n) � a); (Y (n� 1) < a))

=

Z 1
b

da2

Z b

0

pE(a1; a2;
1

2v+0
)da1

pE(a1; a2;
1

2v+0
) densit�e de probabilit�e conjointe

de l'enveloppe en deux instants s�epar�es d'un

demi-cyle moyen 1

2v+0
(position des extrema).
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R�esultats � = 0:1 � = 1, 2, 3, 4

Delta   .12771     coef   1.0000     fmoy   5.0216     ect   .10054

Temps (s)

 

   .00   .25   .50   .75  1.00  1.25  1.50  1.75  2.00  2.25  2.50

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

POIS a+

POIS 2va+

POIS ENV

FIAB EXTREMA

Delta   .12672     coef   2.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  1.00  2.00  3.00  4.00  5.00  6.00  7.00  8.00  9.00 10.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

POIS a+

POIS 2va+

POIS ENV

FIAB EXTREMA

Delta   .12672     coef   3.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

POIS a+

POIS 2va+

POIS ENV

FIAB EXTREMA

Delta   .12672     coef   4.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .75

   .80

   .85

   .90

   .95

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

POIS a+

POIS 2va+

POIS ENV

FIAB EXTREMA

Hyp. ind�ependance valable si a �elev�e.
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R�esultats � = 0:1 � = 1, 2, 3, 4

Delta   .12771     coef   1.0000     fmoy   5.0216     ect   .10054

Temps (s)

 

   .00   .25   .50   .75  1.00  1.25  1.50  1.75  2.00  2.25  2.50

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

VNM PR ENV.

VNM GIBERT

VNM PR va+ et va−

Delta   .12672     coef   2.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  1.00  2.00  3.00  4.00  5.00  6.00  7.00  8.00  9.00 10.00

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

VNM PR ENV.

VNM GIBERT

VNM PR va+ et va−

Delta   .12672     coef   3.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

VNM PR ENV.

VNM GIBERT

VNM PR va+ et va−

Delta   .12672     coef   4.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .84

   .86

   .88

   .90

   .92

   .94

   .96

   .98

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

VNM PR ENV.

VNM GIBERT

VNM PR va+ et va−

Bon accord en 0 - pas assez conservatif pour

l'ing�enieur.
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R�esultats � = 0:1 � = 1, 2, 3, 4

Delta   .12771     coef   1.0000     fmoy   5.0216     ect   .10054

Temps (s)

 

   .00   .25   .50   .75  1.00  1.25  1.50  1.75  2.00  2.25  2.50

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB MARKOV 2

Delta   .12672     coef   2.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  1.00  2.00  3.00  4.00  5.00  6.00  7.00  8.00  9.00 10.00

   .00

   .10

   .20

   .30

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB MARKOV 2

Delta   .12672     coef   3.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB MARKOV 2

Delta   .12672     coef   4.0000     fmoy   5.0333     ect   .10027

Temps (s)

 

   .00  8.00 16.00 24.00 32.00 40.00 48.00 56.00 64.00 72.00 80.00

   .84

   .86

   .88

   .90

   .92

   .94

   .96

   .98

  1.00

FIAB ENV

FIAB va+

FIAB va−

FIAB |X(t)| va+

FIAB MARKOV 2

La meilleure estimation.
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R�eponse d'une structure monomodale �a un

bruit blanc gaussien

� r�eponse non-stationnaire,

� processus gaussien,

� DSP bande �etroite (fonction de

l'amortissement), non uniforme et centr�ee

autour de la fr�equence du mode.

) in
uence de la forme de la DSP sur la �abilit�e

AMPLI. DIF.
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 −4.00

 −2.00
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  4.00
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FREQ (HZ)
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  1.60

  1.80

X1.E2

DENSITE DE PROBABILITE
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   .04

   .06

   .08

   .10

   .12
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R�eponse d'une structure

� diminution de l'�ecart-type

� augmentation de la �abilit�e

Seuils : 0.5 1. 1.5 2. 2.5

 

(−  −) MEME. AMP. (−) AMP. DIF.

   .00   1.00   2.00   3.00   4.00   5.00   6.00   7.00   8.00   9.00  10.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

21



R�eponse d'une structure - Premier passage

� conditions initiales stationnaires,

� conditions initiales non-stationnaires.

Delta   .18296     coef   1.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

 

N. S. (−) / S. (− −)

 −1.00   −.50    .00    .50   1.00   1.50   2.00   2.50   3.00   3.50   4.00

   .00

  2.00

  4.00

  6.00

  8.00

 10.00

 12.00

 14.00

 16.00

 18.00

Delta   .18296     coef   2.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

 

N. S. (−) / S. (− −)

 −1.00    .10   1.20   2.30   3.40   4.50   5.60   6.70   7.80   8.90  10.00

   .00

   .50

  1.00

  1.50

  2.00

  2.50

Delta   .18296     coef   3.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

 

N. S. (−) / S. (− −)

 −1.00   1.10   3.20   5.30   7.40   9.50  11.60  13.70  15.80  17.90  20.00

   .00

   .05

   .10

   .15

   .20
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R�eponse d'une structure - Fiabilit�e

Delta   .18296     coef   1.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

Temps (s)

   .00   .25   .50   .75  1.00  1.25  1.50  1.75  2.00  2.25  2.50

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB STAT

FIAB NSTAT

FIAB ENV

POIS a+

VNM PR a+ et a−

VNM. PR ENV.

VNM GIBERT

POIS ENV

Delta   .18296     coef   2.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

Temps (s)

   .00   .80  1.60  2.40  3.20  4.00  4.80  5.60  6.40  7.20  8.00

   .00

   .20

   .40

   .60

   .80

  1.00

FIAB STAT

FIAB NSTAT

FIAB ENV

POIS a+

VNM PR a+ et a−

VNM. PR ENV.

VNM GIBERT

POIS ENV

Delta   .18296     coef   3.0000     fmoy   5.0498     ect  1.85883E−02

Temps (s)

   .00  1.00  2.00  3.00  4.00  5.00  6.00  7.00  8.00  9.00 10.00

   .40

   .50

   .60

   .70

   .80

   .90

  1.00

FIAB STAT

FIAB NSTAT

FIAB ENV

POIS a+

VNM PR a+ et a−

VNM. PR ENV.

VNM GIBERT

POIS ENV

Fiabilit�e �a C.I. stationnaires < Fiabilit�e �a C.I.

non-stationnaires.

Pour C.I. non-stationnaires toutes les approches

sont conservatives.
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	exposes: 


